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Compretente generale i specefice

Manualul de matematicd pentru clasa a Vlll-a contribuie la formarea urmdtoarelor competente:

Competente generale:
1. Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar;
2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse surse

informationale;

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice;
4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare

pentru o situatie data;

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date;
6. Modelarea matematicd a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii.

Competente specifice:

1.1. Recunoasterea apartenentei unui numar real
la 0 multime;

1.2. Identificarea componentelor unei expresii
algebrice;

1.3. Identificarea unor dependente functionale in
diferite situatii date;

1.4. Identificarea unor figuri plane sau a
unor elemente caracteristice acestora in
configuratii spatiale date;

1.5. Identificarea corpurilor geometrice si a
elementelor metrice necesare pentru
calcularea ariei sau a volumului acestora;

2.1. Efectuarea unor operatii cu intervale numerice
reprezentate pe axa numerelor sau cu multimi
definite printr-o proprietate a elementelor ei;

2.2. Aplicarea unor reguli de calcul cu numere
reale exprimate prin litere;

2.3. Descrierea unei dependente functionale intr-o
situatie data, folosind diagrame, tabele sau
formule;

2.4, Reprezentarea, prin desen sau prin modele,
a unor configuratii spatiale date;

2.5. Prelucrarea unor date caracteristice ale
corpurilor geometrice studiate in vederea
calcularii unor elemente ale acestora;

3.1. Utilizarea unor procedee matematice pentru
operatii cu intervale si rezolvarea inecuatiilor
inR;

3.2, Utilizarea formulelor de calcul prescurtat si a
unor algoritmi pentru rezolvarea ecuatiilor si
ainecuatiilor;

3.3. Reprezentarea in diverse moduri a unor
functii cu scopul caracterizdrii acestora;

3.4. Folosirea unor proprietati de paralelism
sau perpendicularitate pentru analizarea
pozitiilor relative ale dreptelor si planelor;

3.5. Alegerea metodei adecvate pentru calcularea
unor caracteristici numerice ale corpurilor
geometrice.

4.1. Folosirea terminologiei aferente notiunilor
de multime, de interval numeric si de
inecuatii;

4.2. Exprimarea matematica a unor situatii
concrete prin calcul algebric;

4.3. Utilizarea unui limbaj specific pentru
formularea unor opinii referitoare la diferite
dependente functionale;

4.4, Descrierea in limbaj matematic a
elementelor unei configuratii geometrice;

4.5, Utilizarea unor termeni si expresii specifice
pentru descrierea proprietatilor figurilor si
corpurilor geometrice;

5.1. Interpretarea unei situatii date utilizand
intervale si inecuatii;

5.2. Interpretarea unei situatii date utilizdnd
calcul algebric;

5.3. Analizarea unor functii in context intra si
interdisciplinar;

5.4. Alegerea reprezentdrilor geometrice
adecvate in vederea descrierii unor
configuratii spatiale si a calculdrii unor
elemente metrice;

5.5. Analizarea conditiilor necesare pentru ca o
configuratie geometricd spatiala sa verifice
anumite cerinte date;

6.1. Rezolvarea unor situatii date, utilizand
intervale numerice sau inecuatii;

6.2. Interpretarea matematicd a unor probleme
practice prin utilizarea ecuatiilor sau a
formulelor de calcul prescurtat;

6.3. Modelarea cu ajutorul functiilor a unor
fenomene din viata reald;

6.4. Modelarea unor situatii practice in limbaj
geometric, utilizand configuratii spatiale;

6.5. Interpretarea informatiilor referitoare la
distante, arii si volume dupd modelarea
printr-o configuratie spatiald a unei situatii
date din cotidian.

Le dorim profesorilor mult succes, iar elevilor, sa parcurga acest manual cu interes, placere si
incredere, iar competentele dobandite in clasa a Vlll-a sa le fie de folos in intreaga lor cariera!
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DE STATISTICA
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Proiect: Ecuatii, algoritmi si scheme logice. Test initial 64-65
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UNITATEA 6:
PERPENDICULARITATE
N SPATIU

UNITATEA 7:
ARII SIVOLUME ALE
POLIEDRELOR

UNITATEA 8:

ARII SIVOLUME
ALE CORPURILOR
ROTUNDE
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Proiect: De la plan la spatiu. Test initial

1. Puncte, drepte, plane: conventii de desen si notatii

2. Determinarea dreptei. Determinarea planului

3. Piramida: reprezentare, elemente, desfasurari

4. Pozitiile relative a doud drepte in spatiu
5. Pozitiile relative ale unei drepte fata de un plan
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7. Prisma: reprezentare, elemente, desfasurari

8. Sectiuni paralele cu baza in corpuri geometrice. Trunchiul de piramida ...........cccoueeeeee.
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Recapitulam prin probleme. Teste sumative 162-163

Proiect: Geometria in viata de zi-cu-zi. Test initial 164-165
1. Masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate.......... 166-169
2. Distante pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate.........ccccoeeeeceerrrneeeenes 170-172
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4. Aria si volumul prismelor 175-177
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7. Aria si volumul trunchiului de piramida regulata 184-186

Recapitulam prin probleme. Teste sumative 187-189
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Recapitulam prin probleme. Teste sumative 204-205

TESTE DE ANTRENAMENT PENTRU EVALUAREA NA]'IONALI:\ 206-215

INDICATII DE REZOLVARE Sl RASPUNSURI 216-224




Cam lucrezt co manaalol?

Manualul contine opt unitati de invatare organizate conform programei scolare. La acestea se adauga
o unitate initiald, dedicata recapitularii din clasele a V-a — a Vll-a, ce te ajutd sa organizezi un portofoliu care
iti va permite pregatirea eficienta pentru Evaluarea nationald. Apoi, fiecare unitate de invatare cuprinde: un
proiect, teste de evaluare initiald, lectii de predare-invatare, investigatii, probleme recapitulative, sinteza
unitatii cu temele esentiale pentru portofoliu si teste de evaluare finala. La finalul manualului, vei intalni
teste de evaluare de tipul celor de la Evaluarea Nationala.

Pagina de inceput a fiecdrei unitati de invatare prezinta
un proiect de realizat pe parcursul unitatii, precum si o
proba de autoevaluare pentru a vedea ce stii din ceea

ce va fi necesar in noua unitate.

Etapele proiectului

Unitatea de invitare Multimi de numerr: reale. Intervale

o
Qf proiect: Constracti

L 4
°0 ® Plan de lucru

= Scop: Veti realiza o mini-culegere de probleme refé
consiru(tu
= Materiale necesare: coli de hartie, creioane, G

®® 0« ® Realizarea pro:ectulu:
Lucratiin echipe de trei, patru sau cinci colegi,
= Pentru problemele marcate cu simbolyf e proiect in cadrul unitatii,
&% propunetisirezolvati o problema asgfnanatoare, pe care puteti
*$ saoincludeti in mini-culegere.
@ Cautati pe Internet date despre cgistructii recente din tara noastra.
Comparati dimensiuni sau recopuri.
= Identificati in diverse surse (m#hual, culegeri), sau propuneti voi
probleme despre diverse copfstructii. Rezolvati problemele.
Pentru inceput:
= Rezolvati problemele ca urmeaza.

Sky Tower Bucuresti -
altime 137 metri, 37 etaje,
construitin anul 2012

Situatia-problema si rezolvarea ei iti arata
cum se modeleaza matematic probleme
din cotidian sau din alte domenii, folosind
noile cunostinte din lectie. Totodata,
situatia-problema te conduce sa intelegi
la ce sunt utile noile informatii.

.J/ S

prinir—o P roprietate. a elementelor lor
o0 > O situatie-problemd

Codul de deblocare a telefonului are 4 ciffé. Ana il schimba periodic dupa
aceeasi regul: alatura dous numere prifie consecutive de cate dous cifre.
Cum putem descrie multimea acestopfoduri? Este 3743 un cod convenabil?
Dacé Ana a folosit deja 14 astfel de foduri, céte variante de schimbare mai are?

m) Cum defermindm o multime definité
/ printr-o proprietate a elementelor ei?
® ® © - > Ne amintim i extindem!

¥ 1. Cenotatii folosim referitor la multimi?

O multime este o colectie de obiecte bine determinate si distincte, ce se numesc elementele
multimil. in descrierea multimilor, folosim urmétoarele notatii:

Notdm Citim Exemplificam

Podul Basarab, But x€A Elementul x apartine multimii 4. 3€(3;57; -5€1{-6;-51;2}

x€&A | Elementul x nuapartine multimii 4. 9€(-2;3; 11} -5€(1;2:3}
2] Multimea vida Multimea florilor de pe planeta Jupiter este vida.

1. Omacara a fost proiectatyfsa 2. Fie 8 liftdri ale
i ity alewnuizpére;nor o card(4)  Cardinalul multimii 4 (saunumarul  Multimea A = {1; 5; 7} este finita, iar card(4) = 3.

de beton amat de forml parallpipedica avind capacitate maxima de 1400 kg, iar un lift care pleacs
dimensiunile maxime e 4 m x 3 m x 20 cm si masa de la parter ajunge la etaul 30 in 2 minute i tot in
maxima de o tona. Cffe dintre panourile cu parametri 2 minute coboara de a efajul 30 la parter.

de elemente ale mulimii 4)

cauh Attimp pot sjungefa telul 30 co 500 de oamend »} 2. Cum descriem (caracterizdm) o multime?
Gandii-va la o distribue optima de timp i \ua',v b O multime poate fi descrisa prin:
Caracterizam Scriem Citim
- enumerarea - !
Propunetjféi voi alte probleme de acelasi fel, folosind informatiile din imaginile|de mai sus, despre elementelor A= {07 o,s;ﬁ} Elementele multimii 4 sunt numerele 0; 0,5 5i /2.
despre Podul Basarab.
« diagrame A B . .
Interactionatiin echipa voastrs, realizati mini-culegerea e probleme, apoi prezantatiin clasi citeva Venn-Euler (o M"""'“ea Atal’e f/'f”‘_e;‘e'e' 0,5, 2 jar mulgimea B
probleme propuse si rezolvate din culegere. ~5 0 are elementele V2 5i3.
® Autoevaluare -scriereaunel (x| xc N, x<3] Multimea A este formaté din numerele naturale mai mici
proprietétia sau egale cu 3. Altfel spus: 4 ={0; 1;2;3}.
+/ Rezolva problemele si alflpe raspunsurile corecte, pentru a verifica ce stiila inceput de unitate de invéitare. elementelor sale
1. Prin efectuarea inmultirii 5 - 1,3 obtinem 1
R)3,25 B)225 CN25  D)38 4.Dintre numerele: 36; —; V13 3 el mai Alcatuieste o fisa pentru portofoliu in care prezinti cele trei modalitati de descriere a unei multimi.
mare este:
35 = = 5
2 Reautatul oo 2+ N ms vl oo B oo 3 ©® ® © © > Rezolvam situatia-problema

mE el o\ i
10 12 6 4

3. Numérul intreg @ pentru care
a<+8 -1<2a este:
A0 B)1

D) {-2;0;3;-1}

Test de autoevaluare

in fiecare lectie, te intampina o
provocare: o situatie-problems,
care te conduce catre scopul
lectiei. Apoi, vei intalni definitii/
enunturi/ demonstratii,
rezolvarea situatiei-problema,
elemente de gandire critica,
precum si probleme rezolvate
sau rezolvari comparative.

6

5. Reuniunea mummuor
A={-1;0;1;3} 5i B={-2;0;3} este: 9, 31,
M3 B} Of31;-20-1) codurilor este {abcd|ab, cd numere prime consecutive. 3743 nu este un cod convenabil pentru ca

Numerele prime de dous cifre sunt:
11,113,117, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Multimea

intre 37 5i 43 exista si numarul prim 41. Sunt 21 de numere prime cu dou cifre si cu ele se pot forma,
conform regulii date, 40 de coduri. Prin urmare, Ana mai are 26 variante pentru schimbarea codului.

14 Unitatea de invatare 1: Mulfimi de numere reale. Intervale

Pe parcursul fiecarei unitati de invatare, evaluarea se realizeaza prin:

v Test de autoevaluare si Test initial - situate la inceputul fiecarei
unitati, pentru a verifica gradul de cunoastere a unor concepte si
rezultate anterioare, necesare pentru fixarea noilor cunostinte;

v Teste de evaluare a nivelului de bazd — sunt prezente la fiecare
lectie, pentru a asigura fixarea notiunilor invatate;

v Teste de (auto-) evaluare formativa - sunt prezente in fiecare
lectie, sub titlul "Alege si rezolva in 5 minute!” si contin
trei probleme de niveluri diferite de dificultate;

v Teste de evaluare sumativa - verifica gradul de formare/
dezvoltare a competentelor vizate in cadrul unitatii de invatare;

v Proiect si portofoliu.



Manualul digital
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Activitatile multimedia din varianta electronica
a manualului sunt marcate astfel:

Butoane — activitate statica

@) po
versiunea

— activitate dinamica (animata)
desktop/mobil

— activitate interactiva

Afisare
pe tot
ecranul

* Pagina de final a fiecarei unitati contine o sinteza asupra a
ceea ce ai invatat de-a lungul unitatii; cu ajutorul acesteia,
poti organiza piesele din portofoliu cu maxima eficienta.

* Rezolvarea celor doua teste de evaluare sumativa itiindica
in ce masura ti-ai format competentele vizate in unitate.

)

Navigare intre
paginile manualului
E Cuprinsul manualului

Sinteza/ harta

conceptuala

Competentele vizate ’
X

> Probleme propuse

1. Alege raspunsul corect!
Cutia din imagine are forma
unui cub. Care dintre

2. Adevarat sau fals?
Cubul este o prisma patrulatera regulata.

©> Rezolv testele pentru a verifica dacd pot:

3.2) Cate muchi fsm cu 6 fete? o séreprezint pe axd intervale de numere reale
. a) Cate muchii are o prisma cu 6 fete?

:;s:cflacrilj:lz putcat b) Cate fete are o prisma cu 18 muchii? l Multimi de numere l l Inecuatii l o s3efectuez operatii cu intervale
A) B) Q D) <) Cate varfuri are o prisma cu 9 muchii?

sa verific daca un numar este solutie
4. Deseneaz3 si noteaza o prisma hexagonald. aunei inecuatii date
Identifica doua piramide patrulatere,

determinate de varfuri ale acestei prisme.

e |

N

Operatii cu multimi

sa rezolv inecuatii de formele:

ax+b>0, |ax+b|<c,
sau >0 (undea, b, c€R),
5. ABCDA'B'C'D' este un paralelipipe 7. Fie ABCDEFGH un cub. +c )
dreptunghic cu AB=6cm, BC=12cmsi a) Demonstreaza ca 4, C, F, H sunt varfurile sau_ inecuatii reductibile a acestea
AA'= 633 cm. Arata ca BCD'A’ este romb. unui tetraedru regulat. Reprezentare * sa utilizez aproximari pentru reprezentari pe
6. Demonstreazi ca diagonalele AG, BH, CE, DF Identlﬁca n alt tetraedru regulat, care are pe axa axa sau pentru comparari de numere reale.
ehiard alo i s

ale paralelipipedului ABCDEFGH sunt patru

drepte concurente. Ce proprietate mai are D

ot o e mersecrer > Probleme propuse, Teste de evaluare
okl Cu g I'ade d |fer|te Utilizeaza schema de mai sus si adauga in porjpYoliu elementele esentiale din lectiile unittii 1,
8. Fie ABCDEFGH un paralelipiped dreptunghic

9. Inve referitoare la conceptele mentionate.

de dificultate

si O centrul dreptunghiului ABCD.
a) Determina intersectia planelor (4HF) si

0BH) de tine, a tabelul:

b) Gése§£e pozitia punctului M, in care dre; DI |®| 6 1.D a0axaa apoi i . Deseneaza o axa a numerelor, apoi reprezinta
DH intersecteaza planul (4CF). Nr. fete (/) peaceastaintervalele (-1;2) si [3;+00). pe aceasta intervalele [0; 1] si (-00;-1).

c) Demonstreazd ca D este mijloc, Nr. muchii ()

segmentului F/M.
d) Determina punctele N s
M =HG 0 (ACE) §i

2.Foloseste reprezentarea pe axa si determina

Nr. varfuri (+) [1:3)n(-1;2].

b) Foloseste datele din tabel si calculeaza, in

Portofoliu sste reprezentarea pe axa si determina
’ astfel incat — N (-1;3).
=HE N (ACP).

3. Alege raspunsul corect!
fiecare caz: f+m+v; f-m+v; f+m-v. g€ rasp!

Ce observi? Formuleaza o proprietate generals,

e) Adevdrat sau fal#®
Triunghiurile ACF si MNP au acelasi centru

Numarul -2 este solutie a inecuatiei:

de greutate. apoi verificé afirmatia pentru un alt corp geometric. A x+3<0;
ek B) [3x-1]<3;
10.1n cubul ABCDEFGH, demonstreaza ca 11. Demonstreaza ca, daca in paralelipipedul Qx+322
mijloacele muchiilor 4B, BC, CG, GH, ALGEBRIC toate cele 12 diagonale ale b " <o.
HE, EA sunt sase puncte coplanare, care fe;e\or sunt congruente intre ele, atunci acest x+5

determina un hexagon regulat.

x+1_x
4. Rezolvi inecuatia: ~——>——1.

5. Pe axa numerelor din imagine sunt marcate
prin culoare intervalele (-00; -1] si (1;+0).

—_—t

Pe axd nu este marcaté originea si nici unitatea
de mésuré. Copiaza desenul pe caiet,
apoi reprezint pe axa intervalul (~2; 0).

O prisma are fetele laterale
reprezentate de sase pétrate
cu latura de 5 cm. Calculeaza
suma lungimilor tuturor
muchiilor prismei.

Suma lungimilor muchiilor
unui cub este egala cu

24 dm. Calculeazé lungimea
muchiei cubului.

prisma, stabileste
dreptei A'B'fata
ABC sijustifica raspunsul

124 Unitatea de inviare 5: Puncte, drepte, plane, corpwigeometrice. Pozifiirelative

Proba de evaluare formativa

Unitatea de invatare 1: Mulfimi de numere reale. Intervale

La fiecare lectie, sunt propuse exercitii
si probleme ce se pot rezolva in clasa
sau acasa. Acestea sunt grupate
pe patru niveluri de dificultate.

3.Scrie pe caietul tau coduri de tipul @A,
prin care asociezi inecuatiile din prima linie
cu solutii ale lor din a doua linie:

1
026-225 @ S <0 @+ <2

A. -4 B.O C.2 D.1,5

.. . 1 x+1
4. Rezolva inecuatia: x -3 < =

5. Pe axa numerelor din imagine sunt marcate prin
culoare intervalele (—00;-2] si (0; +0).

Pe axd nu este marcaté originea si nici unitatea

de masura. Copiaza desenul pe caiet,
apoi reprezintd pe axa intervalul (~1; 1).

33




Multimi.

Operatii
cu multimi

Numere naturalé
numere intregi.
Operatii.
Divizibilitate

Numere rational
Forme de scriere
Operatii

Rapoarte si
proportii.
Proportionalitat

directa si inversa

Procente.

Probabilitati.
Medii

7. Determina cifrele a si b, daca:

. Fie multimea 4 =

. Calculeaza: a)-2-(-

. . . o 2n+1
. Determina toate numerele intregi n, diferite de 1, pentru care "

Recapitulare prin probleme

. Pentru fiecare din urmatoarele cazuri, efectueaza:

AUB; AnC, (BUONnAd; B\(A4U Q).
a)A={1;3};,B={-1;2;3 C={-2;2}; b)4={0;1;2}, B={2}; C={-2; 2}

. Adevdrat sau fals? a) 3 € Z; b) 2,5 € Q; ¢) V4 €N; d) \/g ER; e) —% €Q

11 4 20
{905 f,§,4,g, 3;\/121;1,(2,—5 [

Determina multimile: a)ANN; b)AN7Z;, c)ANnQ; d)4n(R\Q).
5); b) (-2)-(=5); €) 3-(-2+3); d) (-3)* €)(-5)-2+(-3)-(-4).

. Alege rdspunsul corect! Descompunerea ca produs de factori primi a numarului

108 este: A)4-27 B)2%-3* C)23-32 D)2-54

. Calculeaza: a) cel mai mare divizor comun al numerelor 144 si 180;

b) cel mai mic multiplu comun al numerelor 36 si 48.
a)ab4:9 si a>b; b)2ab:15 si a<b.

8 este
numar intreg. n—1
9. Scrie ca fractie ireductibila: a) ! 35;b) 208 ;C) — 200 ;d) 190, _268.
920 176 360 380" -804
10. Calculeaza:
)4+4-2; b)28-24:4; c) 2,5:2+32 d)i+ 2 + 2
agras Terh C aen s Aoyt T4 Ts)
11
2 4 5 7 7 116?12
o) -<-2. 025 2-L:2], nll[-2] | [-1e] L122
3 3 8 326 4 25 64
11. Calculeaza: a) 2,35+ 1,4; b)5,2-4,38; ¢)2,4-1,25; d)4,5:2,5; e) (-1,2)°.
12. Doua autoturisme pornesc in acelasi timp din ;
localitatea A4 si circuld catre localitatea B cu vitezele @
60 km/h, respectiv 70 km/h. Unul dintre autoturisme l"’t’”a )
ajunge cu 15 minute inaintea celuilalt in localitatea B. . S
Determina distanta dintre localitatile 4 si B.
6 x — x 9
13. Calculeazd numerele necunoscute: a) —=——; b i:LO; ) —=-—.
15 25’ 21 35 4 x
14. Determina marimile necunoscute, folosind informatiile notate mai jos.
A 9 ¥
M8 < N
a) / 5 MN || BC; b) 3 S, s, 6 S =S,
B C
15. Dupd doua cresteri consecutive, prima de 12% si a doua de 10%, pretul unui
obiect a devenit 125,40 lei. Determinad pretul initial.
16. Determina doua numere care au media aritmetica ponderatd, cu ponderile 4
si 6, egala cu 42 si sunt direct proportionale cu 3 si 5.
17. Calculeaza probabilitatea ca, alegand un numar natural de o cifrd, acesta sa

fie patrat perfect.



18. Calculeaza: a) v/32-42 ;b) V32 +42 ;¢) V12252 ; d) 122 +52; ) /152 —122.
i)l 19. Compara: a)2v3cu32; b)245 cu5 6cu2+7; d)542 cu3ns.
20. Alege raspunsul corect! Daca a = (\/5)7 :(—\/5)4 + 3(—\/5)3 ~(—\/§)72, atunci:

A)a=0 B)a=3 Ca=-3 D)a=3+3

NEE 243 -342]

21. Calculeazé: a)|-2|; b) |— -

Ecuatii. Inecuatii 22. Scrie ecuatia potrivita fiecarui desen, apoi determina numerele necunoscute.
Sisteme 110 12

o 5 —t

I ] 1 I 1 ‘_ kg L, |_| }75

I X T X T X |20| y

23. Determina n € N pentru care:
5 n 11 n+l 4
A =<t iy Lot 24 12 9,430 10 5

12 6 12 4 12 6 6 n 5 17 n-1 2
24. Rezolvain R ecuatiile: a)x?2=36; b)x?=361; c)x?-4=0; d)x?-144=0;
e)x2=5;f)x2=48; g)x?-12=0; h)2x2=72; i)3x2=75; j)6x2-24=0.
25. Rezolvain Q ecuatiile: a)2x-5=2; b)-5+3x=4(x-1)+2;
A6(x+1)-2=3x+1; d)1-2(x-3)=x+32-x); e —+3x=+27;
f)\/gxzx/g; g) \/§x=—5\/g; h) J8x=5432.
26. Rezolva urmatoarele sisteme:
“2x+y=3 [-2x—y=1 4x-y=3 42-y)=3(x-2
a) ry=3 ., x—y Y R d) (2-y)=3(x ).
x+2y=1 x+3y-2=0 3x-2y+5=0 2k-1)=3(1-y)

27. Un magazin propune doua oferte:

Organizarea

datelor. Oferta 1 Oferta 2
Optimizare —@‘ La fiecare doua cutii Primesti 6 cutii @
cu alune, cu alune - .
- ai o reducere de 15%! pentru pretula 5 cutii!\

Care oferta este mai avantajoasa daca vrei sa cumperi 12 cutii cu alune?

28. Intr-un sistem de coordonate in care unitatea de masura aleasa este de 1 cm,
consideram punctul M(3;1). Din punctul M ne deplasam paralel cu axa
absciselor 2 cm si paralel cu axa ordonatelor 1 cm. Care sunt coordonatele
punctului astfel obtinut? Analizeaza toate cazurile posibile.

2025 & 1539 | 29.1n diagrama alaturata sunt reprezentate

2024 : 735# i imprumuturile inregistrate in perioada 2014-2025
2023 ] | 621 intr-o biblioteca.
2022 412 - N . < -
2021 | | 593 a) In ce an s-a inregistrat numarul minim de

3 2020 | ; S imprumuturi? Dar numéarul maxim?

© 2019 | 329, ‘ b) Care este numarul mediu de carti imprumutate
2018 | 420 anual? Aproximeaza rezultatul obtinut la cel mai
;8:2 : 360 8 apropiat intreg.
2015 | 344 c) Care este procentul de imprumuturi din 2025,
2014 | 568 N raportat la totalul imprumuturilor din intreaga

0 200 40 00 80 1opo  Perioada?

nr. carti imprumutate




Drepte, segmen
unghiuri

Arie si perimetr
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

38.
39.
40.

41.

42.

43.

44,

BC=9cm si AC < AB, atunci:

. Alege raspunsul corect! Daca punctele 4, B, C sunt coliniare,cu AB=11cm,

A)AC=20cm B)AC=3cm CAC=21cm D)AC=2cm

Masura unui unghi exterior al unui triunghi isoscel este de 60°. Calculeaza

masurile unghiurilor interioare ale triunghiului.

In fiecare dintre figurile 36;\ /
alaturate, dreptele marcate

cu sageti sunt paralele. 6
Calculeaza masurile 128/

unghiurilor necunoscute. / \ i

v

BN

Construieste un patrulater convex ABCD, cu &< A =60°, & B =90° si
< C=110° Care este masura celui de-al patrulea unghi al patrulaterului?

in trapezul ABCD cu AB || CD, semidreptele AC si BD sunt bisectoarele
unghiurilor BAD, respectiv ABC. Demonstreaza ca trapezul este isoscel.

Stabileste natura patrulaterului determinat de mijloacele laturilor:

a) unui dreptunghi; b) unui romb.

Alege raspunsul corect! Intr-un romb cu aria de 48 cm? si una dintre diagonale

de 8 cm, lungimea celeilalte diagonale este egala cu:

A)6cm B) 24 cm C)12cm D) 18 cm

latura de 10 cm, atunci aria sa este egala cu:

. Alege raspunsul corect! Daca un triunghi isoscel are baza de 16 cm si o alta

A) 48 cm? B) 24 cm? C)12cm? D) 36 cm?

Calculeaza aria unui dreptunghi cu perimetrul 68 m si cu o diagonala 26 m.

Calculeaza aria unui romb cu latura de 6 cm si un unghi de 30°.

in paralelogramul ABCD cu aria de 20 cm?, se noteaza cu O punctul de
intersectie a diagonalelor. Calculeaza aria triunghiului 4OB.

Un trapez dreptunghic are un unghi cu masura 45° si bazele de 20 cm si 12 cm.

Calculeaza perimetrul trapezului.

in sistemul ortogonal xOy se considera punctele 4 (1;1), B (-1;-1), C (1;-1).

Calculeaza perimetrul si aria triunghiului ABC.

Dreptele a si b sunt concurente in punctul O.
Doua cercuri concentrice, de centru O, intersecteaza
aceste drepte in punctele 4 si 4, respectivin Bsi B". a

a) Demonstreaza ca triunghiurile AOB si A'OB’' sunt
congruente.

b) Identifica alte doua triunghiuri congruente pe figura.

c) Arata ca dreptele AB si A'B' sunt paralele.

In dreptunghiul ABCD, punctele E si F' sunt mijloacele
laturilor AD, respectiv BC. Arata ca AF = CE.

D C
E F
A B




Proportionalitat
Asemanare

Relatii metrice

Cerc

46.

47.

48.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

. Folosind conventiile si datele din figurile L
de alaturi, calculeaza lungimile notate cu x.
In triunghiul ABC dreptunghic in 4, se noteaza * 22

. Fie ABCD paralelogram si o secanta oarecare dusa prin varful B,

care intersecteaza dreptele CD si AD in punctele M, respectiv N.
Demonstreaza ca produsul MC - AN este constant.

in paralelogramul ABCD se considera punctele E si F' pe segmentele
AE AF

AB, respectiv AC, astfel incat — = ——. Arata cd punctele D, E si F' sunt
AB  FC

coliniare.

J
Identifica triunghiuri asemenea in figurilede 1 13 8
alaturi. Justifica raspunsul. M N 0
in trapezul ABCD cu AB || CDssi 12
ACNBD ={0}, MN este paralela prin Ola 15,6 12
K
L
S

AB, M € AD, N € BC, P - mijlocul segmentului
AB si Q- mijlocul segmentului CD. Arata ca:
a) O este mijlocul segmentului MN; b) O, P si QO sunt coliniare. 0

cu D piciorul inaltimii din A4, cu E piciorul

bisectoarei din C, cu G punctul de intersectie M
dintre inaltimea si bisectoarea anterior construite si cu /" piciorul
perpendicularei din £ pe BC. Demonstreaza ca:

a) triunghiul AEG esteisoscel; b) AEFG este romb.

in dreptunghiul ABCD, AD = 10 cm si proiectia lui AD pe diagonala AC are
lungimea de 6 cm. Determina lungimea segmentului AB.

Completeaza tabelul, unde notatiile au semnificatiile marcate pe figura.

EX_abcmnh{BqC
3 45°

3. NE) ?

a
T
Identifica toate perechile de triunghiuri LS NN
asemenea in figurile alaturate. Justifica "
relatiile obtinute folosind conventiile de i
desen si teoremele invatate. MP U v

O coarda de 8 cm este la distanta de 3 cm

de centrul cercului. Calculeaza lungimea razei cercului.

Aria unui patrat este 100 m2. Calculeaza raza cercului circumscris si perimetrul
patratului.

Determina ariile suprafetelor colorate folosind datele din figurile de mai jos.

TERS

11



Unitatea de invitare Multimi de numere reale. Intervale

4
¢§ Proiect: Cambmqh’i

° Plan de lucru

m> Scop: Veti realiza o mini-culegere de probleme referitoare la arhitectura si
constructii.

= ateriale necesare: coli de hartie, creioane, calculator

° Realizarea proiectului

Lucratiin echipe de trei, patru sau cinci colegi.

= Pentru problemele marcate cu simbolul de proiect in cadrul unitatii,
213, propuneti si rezolvati o problema asemanatoare, pe care puteti
s sdoincludetiin mini-culegere.
O Cautati pe Internet date despre constructii recente din tara noastra.
Comparati dimensiuni sau recorduri.

= |dentificati in diverse surse (manual, culegeri), sau propuneti voi
probleme despre diverse constructii. Rezolvati problemele. Podul Basarab, Bucuresti -
trafic: 50.000 de vehicule zilnic,
finalizat in anul 2011

Sky Tower Bucuresti —
inaltime 137 metri, 37 etaje,
construit in anul 2012

Pentru inceput:
= Rezolvati problemele care urmeaza.

1. O macara a fost proiectata sa transporte panouri 2. Fiecare dintre cele 8 lifturi ale unui zgarie-nori are o

de beton armat de forma paralelipipedica avand
dimensiunile maxime de 4 m x 3 m x 20 cm si masa
maxima de o tona. Care dintre panourile cu parametrii
mentionati mai jos pot fi transportate?

a) 300 cm x 300 cm x 20 cm, masa: 500 kg;

b) 300 cm x 500 cm x 20 cm, masa: 500 kg;

¢) 300 cm x 300 cm x 20 cm, masa: 600 kg;

d) 300 cm x 300 cm x 40 cm, masa: 550 kg.

capacitate maxima de 1000 kg, iar un lift care pleaca
de la parter ajunge la etajul 30 in 2 minute si tot in
2 minute coboara de la etajul 30 la parter.

In cat timp pot ajunge la etajul 30 cei 500 de oameni
care lucreaza acolo?

Ganditi-va la o distributie optima de timp si luati in
calcul 0 masa medie de 80 kg a unei persoane. Justificati
de ce distributia pe care ati gdsit-o este optima.

Propuneti si voi alte probleme de acelasi fel, folosind informatiile din imaginile de mai sus, despre

Sky Tower si despre Podul Basarab.

6 Interactionatiin echipa voastra, realizati mini-culegerea de probleme, apoi prezentati in clasa cateva

probleme propuse si rezolvate din culegere.

° Autoevaluare

v’ Rezolva problemele si alege raspunsurile corecte, pentru a verifica ce stii la inceput de unitate de invdtare.

1. Prin efectuarea inmultirii 2,5 - 1,3 obtinem

A) 3,25 B) 2,25 C) 32,5 D) 3,8
2. Rezultatul calculului E+E este:
4 6
1 3
a2 BiL ol pi
10 12 6 4
3. Numarul intreg a pentru care
a< 8 -1<2a este:
A)O B) 1 Q)2 D)3

12

11 1
4. Dintre numerele: 3,6; ?; J13; 3E,cel mai

mare este:

A) 3,6 |3)13_1 o V13 D) 3%

5. Reuniunea multimilor

A={-1;0;1;3} si B={-2;0;3} este:
A) {0; 3} B){0} C){3;1,-2,0;-1}
D) {-2;0;3;-1}




Ce stiu deja? Verific!

Test initial de (auto)evaluare Timp de lucru: 45 minute

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni si rezultate necesare pentru parcurgerea acestei
Unitati de invdtare. Fiecare problema propusa valoreaza 1 punct. Se acorda 1 punct din oficiu.

I. Scrie pe foaia de rezolvare cuvintele sau rezultatele care, inscrise in spatiile punctate, formeazd enunturi
adevdrate.

Numere reale 1. Numarul real /24 mai poate fi scris 2\/3. Atunci b=...

Axa numercith 2. Pe axa din imagine, abscisa A
punctului 4 este .... 0 1

Il. Scrie pe foaia de rezolvare litera corespunzdtoare rdspunsului corect pentru urmdtoarele exercitii:

Relatia de 3. Daca M este multimea numerelor naturale de trei cifre, divizibile cu 9,
aparienenté care dintre urmatoarele numere apartine multimii M?
- A) 449 B) 2106 Q)54 D) 351
Compararea 4.Catenumeredinlista:  2,(1); 3; 3; 2-42; -2 4 -5
si ordonarea 9
numerelor reale sunt mai mari decat 1,57
A)1 B) 2 a3 D) 6
Relatia de 5. Geo a scris multimea G a tuturor divizorilor naturali ai numarului 24. Ana a
scris si ea multimea A a tuturor divizorilor naturali ai numadrului natural x.
Ce numar x putea alege Ana, dacd stimca A4 c G?
A) 10 B) 12 Q15 D) 20

ll. Scrie pe foaia de rezolvare solutiile complete ale exercitiilor urmdtoare:

Multimi egale 6. Determina numerele a si b astfel ca multimile {a; a + 1; 5} si {b; b + 1; 3}
sa fie egale.
7.Dacd A={1;3;5;7}si B={1;2;3;4}, calculeazi A U B.

8. Tic a explicitat multimea divizorilor naturali ai numarului 8 si multimea
divizorilor naturali ai numarului 12. Mati a observat ca intersectia acestor
multimi poate fi descrisa ca multimea divizorilor naturali ai numarului 7.
Ce valoare are n?

Intersectia
multimilor

9. Despre numerele reale sinenule a si b stimca a < b.Observa
urmatoarele afirmatii. Care dintre acestea sunt intotdeauna adevarate?
Pentru fiecare afirmatie ce poate fi falsa, propune cate un contraexemplu!

a) 2a+1<2b+1; b) a’<b? ¢ l<%; d) 2-3a>2-3b; e) a+b<ab.
a

Proprietati ale
numerelor reale

Dacd ai obtinut mai putin de jumdtate din punctaj la acest test, este util sd revezi definitiile si proprietatile verificate mai
sus, pentru a intelege mai bine ceea ce urmeaza.

Unitatea de invdtare 1: Multimi de numere reale. Intervale 13




Multimi de numere. Multimi definite
printr-o proprietate a elementelor lor

> O situatie-problema

ENTER YOUR PASSWORD

Codul de deblocare a telefonului are 4 cifre. Ana il schimba periodic dupa QD@E
aceeasi regula: alatura doua numere prime consecutive de cate doua cifre.
Cum putem descrie multimea acestor coduri? Este 3743 un cod convenabil?

Daca Ana a folosit deja 14 astfel de coduri, cate variante de schimbare mai are?

))/ Cum determinam o multime definita

printr-o proprietate a elementelor ei?

® > Ne amintim si extindem!

»- 1. Ce notatii folosim referitor la multimi?

O multime este o colectie de obiecte bine determinate si distincte, ce se numesc elementele
multimii. In descrierea multimilor, folosim urmatoarele notatii:

Notdm Citim Exemplificdm

x€eA Elementul x apartine multimii A. 3€{3;5;7}; -5€{-6;-5;1; 2}

x¢ A Elementul x nu apartine multimii 4. 9¢{-2;3;11}; -5€&{1;2;3}

%) Multimea vida Multimea florilor de pe planeta Jupiter este vida.
card(4) Cardinalul multimii 4 (sau numarul Multimea 4 ={1; 5; 7} este finitd, iar card(4) = 3.

de elemente ale multimii A)

- 2. Cum descriem (caracterizédm) o multime?
0 O multime poate fi descrisa prin:

Caracterizam Scriem Citim

» enumerarea - ) .
clementelor A= {0, 0,5,\/5} Elementele multimii 4 sunt numerele 0; 0,5 si V2.

+ diagrame 4 8 Multimea 4 are elementele: 0, 5, \/2 , iar multimea B
Venn-Euler ’ . ’

are elementele \/5 si 3.

« scrierea unei A= {x| xeN, x< 3} Multimea A este formata din numerele naturale mai mici

proprietati a sau egale cu 3. Altfel spus: 4 ={0; 1; 2; 3}.

elementelor sale

Alcatuieste o fisa pentru portofoliu in care prezinti cele trei modalitati de descriere a unei multimi.

° > Rezolvam situatia-problema

Numerele prime de doua cifre sunt:
11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. Multimea

codurilor este {abcd‘ ab, cd numere prime consecutive}. 3743 nu este un cod convenabil pentru ca

intre 37 si 43 exista si numarul prim 41. Sunt 21 de numere prime cu doua cifre si cu ele se pot forma,
conform regulii date, 40 de coduri. Prin urmare, Ana mai are 26 variante pentru schimbarea codului.

14 Unitatea de invatare 1: Multimi de numere reale. Intervale



(X > Sd ne amintim

»- 3. Care sunt multimile numerice pe care le folosim?

Multimile de numere studiate sunt:
e Multimea numerelor naturale
N={0;1;2;3;..}

e Multimea numerelor intregi
Z={.;-3;,-2,-1;0;1;2;3;.. }

¢ Multimea numerelor rationale
@:{E‘ peZ,qu*}
q

¢ Multimea numerelor irationale
©® reo- {

e Multimea numerelor reale
R= {x |x este numar rational sau irational }

x se scrie ca fractie zecimala,
infinitd, neperiodica

NcZcQcR

> 4. Cum se scriu numerele reale?

¢ Numerele rationale se pot scrie in doua forme echivalente: reprezentare fractionara si reprezentare
zecimald. Putem transforma numerele rationale dintr-o forma de scriere in cealalata folosind regulile

ilustrate in tabel.

Reprezentare fractionara Reprezentare zecimald Exemple
e prin fractie al carei numitor este e cu numar finit 4 175
. i —=0,8; 0,175=———
deforma 2”57, (n,p €N) de cifre nenule 5 1000
e prin fractie ireductibila al carei e periodicasimpla 4 175
numitor contine numai factori primi Tl 0,(36); 4,(175) = 4@ Q
diferitide 2 side 5
e prin fractie ireductibila al carei numitor e periodica mixta 4 175-17
contine factorii 2 sau 5, precum si alti 15 =0,2(6); 2,17(5) = ZW

factori primi, diferiti de acestia

¢ Numerele irationale au dupa virguld o infinitate de zecimale care nu se repeta periodic.
Exemple: \2 =1,414213562 ..; 0,0100100010000 ..; 7 =3,1415926535 ...

'Y > Evaludm nivelul de baza

Determina multimile:
B={x€A|x sescrie ca fractie zecimald, cu numar finit de zecimale nenule},
715 3 25313
C={x €A |x sescrie cafractie zecimala periodicd},unde 4 =1—=;=;=;—;—;=i—.
57 6 20 15 6 12

15
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o0 > Probleme propuse

*

1. Scrie sub forma unei multimi:
a) toate numerele naturale mai mici sau egale
cu 10;
b) toate numerele naturale care il divid pe 20;
c) toti multiplii naturali ai lui 3, mai mici decat 13;
d) toate numerele reale care au patratul egal
cu 25.

2. Adevdrat sau fals?
{1,3,9,27,81}={x|x=3"neN,n<4}.

3.Fie A={N7;23(8);-3,2-6;/5}.
Expliciteaza multimile:
a)B={xeAd|xeZ} o D={xeAd|xeN};
b)C={xed|xeQ} d)E={xed|xeR\Q}L

4. Scrie in trei moduri multimea numerelor
naturale pare cuprinse intre 9 si 21.

5. Adevdrat sau fals?
a)QEN; c)\/ﬁe(@; e)—?el;
1
b)46€@Q; d)5(3)€eR; fINcQ.

6. Determinad afirmatiile adevarate:
a)2€{1,2,35 b)3¢{0,25; <0¢0;
d{4o54 e7¢(x|xeNsix<7}.

7. a) Scrie in forma zecimala: E; D;3;2;1.

5 315 47
b) Scrie in forma fractionara:

2,15, 3,(15); 0,1(6); 11,3; 4,2(7).

* %
8. Determina elementele unei multimi,
stiind ca acestea sunt numere naturale
consecutive si au suma egala cu 15.

9. Scrie din ce multimi numerice (N, Z, Q sau R),
face parte fiecare numar:
-3, 279 \/ﬁ ;W 5T

10. Scrie fractiile in forma ireductibila si decide
daca numarul reprezentat este periodic
simplu, periodic mixt, sau are un numar
finit de zecimale nenule:

3. 12 249 3256 321

8" 49 37’ 400 90

-3,2(7).

* Kk

11.Fie A={123,59,78,19,101, 27}.
Determina multimea formata din resturile
impatrtirii elementelor lui A la 10.

12. Impartind numarul 109 la 300, Raluca a obtinut
catul 0,363 si cum cifra 3 se repeta, a tras

concluzia ca @ = O,(36). Este corect?
300

13. Scrie multimea M ={+1; £2; +4; +8},
folosind o proprietate a elementelor sale.
14. Expliciteaza multimile:

6 eNy B={xeN 6 el
x—2 x—2

A={xeN

15. Investigatie
a) Demonstreaza ca un numar par nu are un
0 multiplu scris doar cu cifre de 9.

Foloseste apoi rezultatul obtinut pentru a arata
ca 37 are un multiplu scris doar cu cifre de 9.
c) Determina numarul natural #, cu

proprietatea ca l se exprima printr-o fractie

n
periodica simpla cu exact trei cifre in perioada.

® ® © © > Alege si rezolva in 5 minute!
Determind elementele multimii

Az{er‘EeZ}.
X

16

. . 2 . .
b) Transforma numarul 37 in forma zecimala.

Bz{xeN

16. Fie M multimea numerelor naturale pare
de douad cifre.
a) Determina cardinalul multimii M.
b) Propune doud numere naturale a si b, astfel
ca {n| n numér natural par, a < n < b} s aiba
un numar dublu de elemente fata de M.

17. Fie a un numar real subunitar ce se scrie
in forma zecimalad 0,a,a,a; ... . Stim ca suma
oricaror trei zecimale alaturate ale lui a este
aceeasi. Demonstreaza ca a € Q.

C={er

16
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9 Reprezentarea numerelor reale
pe axa numerelor
° > O situatie-problema

Bornele kilometrice marcheaza distantele pe soselele Romaniei. Familia lui
Dan si cea a Anei au hotdrat sa mearga impreuna intr-o excursie cu masinile.

Pitesti

129km
Balea a

7 lcm

Cele doua familii au pornit din Sibiu spre Pitesti, pe Transfagarasan, in acelasi
timp. Dupa douad ore, masina condusa de tatal Anei a ajuns la borna din imagine,
iar cea condusa de mama lui Dan, la borna pe care scrie Pitesti 132. Lae

Cine a avut o viteza mai mare?

Rezolvare: Deoarece suntem pe sensul de mers de la kilometrul 0, iar 129 km
si 132 km reprezinta distante parcurse, deducem ca tatal Anei a avut o viteza mai mare.
Marcajul soselelor folosind bornele kilometrice este similar cu marcarea numerelor pe axa numerica.

Vrem sa stim! ))/ Cum determinam pozitia unui numar pe axa numerelor? )

=~ 1. Cum reprezentdm numerele pe axa numerica?

) > Sd ne amintim

Numerele reale se reprezintd pe axa cu ajutorul unor segmente cu o extremitate in origine.
Un numar real determind un punct unic pe axa numerelor. Orice punct de pe axa numerelor
corespunde unui numar real, care se numeste abscisa acelui punct.

Reprezentarea pe axa numerelor se poate face:
e prin constructii geometrice:

©
Exemple: ® Reprezentam % prin impartirea segmentului-unitate : 0 N : : —>
_ 2
e pe baza teoremei fundamentale a asemanarii: 1 0 3 ! 2 3
1 0 A ll) B 1 >
e Reprezentam J2 trasand cu ajutorul compasului _'1 ) S \/'2_ 2 3
diagonala patratului cu latura segmentul-unitate:
Oﬁ’
* folosind aproximari: aproximare aproximare
Exemplu: prin lipsa prin adaos
e Reprezentam +/10 prin 3 < V1o < 4
incadrarea intre doua valori .
consecutive de acelasi ordin. 31622716 | 31 < Jio < 32
Putem obtine o valoare
’ 316 < 10 < 317
aproximativa pentru /10 V1o
folosind un calculator de 3162 <« Jio < 3,163
buzunar. De exemplu,
calculatorul din imagine ne 31622 < Jio < 31623
indica, prin trunchiere, primele _ 10
sapte zecimale exacte. 0 1' 2 é‘ 4 -
))) Explica, folosind propriile tale cuvinte, modul in care s-au realizat
reprezentarile de mai sus. J

1.2. Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor 17



- 2. Ce elemente caracterizeazd pozitia unui numdr pe axa?

) D' (0] D
Pe axa numerelor alaturata sunt reprezentate numerele -2 si V2. t t —>
-2 0 2
Definim: Exemple:
Numerele care difera doar prin semn
se reprezinta prin puncte egal departate -1 si +1 sunt numere opuse. La fel -2 si J2
de origine si se numesc opuse.
Modulul (sau valoarea absoluta a) unui numar Notdm Citim
real reprezinta distanta de la origine la punctul la| modulul lui a
de pe axa numerelor corespunzator acelui numar.
Fiind lungimea unui segment, modulul unui Exemple: ‘ 2 ‘ =2; ‘ 2 ‘ =2

numar nu poate fi decat pozitiv sau 0.

Din definitia modulului, se deduc urmatoarele proprietati:
-a, daca a<0
|a|=0,oricarearfia € R la|=0 & a=0 |a|:{

a,daca a=0

'Y > Evaludam nivelul de baza

. .1 3 . . . . .
Reprezinta pe axa: 5; _E; 4,3; —J/13 si precizeaza numarul cu modulul cel mai mare.

Y > Problemad rezolvata

Ordoneaza crescator numerele: +2; 1,5; 1,42); -1,7; —/3. Foloseste un minicalculator.
Rezolvare:

Aproximarea prin adaos la ordinul sutimilor a lui \/5 este 1,42 care este mai mic decat 1,424242...,
iar 1,(42) este mai mic decat 1,5. Aproximarea prin lipsa la zecimi a lui \/§ este 1,7, deci \/§ >1,7.

Cum dintre doua numere negative este mai mare cel cu modulul mai mic, deducem —/3 <-1,7.
in concluzie: —/3 <-17<+/2 <1,(42)<15.

o0 > Probleme propuse

*

1. Completeaza tabelul: 3. a) Reprezinta pe axa, folosind rigla si compasul,
numerele: -2; 0; 1; \/g; -3; -2,5; —\/ﬁ.
b) Ordoneaza crescator aceste numere.

Numadr| 3 7 -8 -1 12 | 2,5
Opus -3

| 1 4. a) Pe axa cu originea O de mai jos sunt punctele
nvers 3 A si B, astfelincat O4A =4, OB=2.
Modul 3 Ce coordonate au punctele 4 si B?

b) Daca a si b sunt coordonatele punctelor
A sirespectiv B, exprima |a | si | D |.
1,2, 2.4 3, 2 B 2 0 4 4

I ™~ I

2" 6 3 4" 5 ; 0 Vg

2. Reprezinta pe axa numerele:

18 Unitatea de invatare 1: Multimi de numere reale. Intervale



* K

3 1
5.Pentru a=-1,5calculeaza: a’; \a’; | —a|; 8.Fie 4 = {—1,2; —15; V144;0;-0,(2); 5}
|a |+% | —a+1]; [@ =1 | (a=1)(a+T)|. Expliciteaza Bz{y eRly=|x|, xe A},
6. Cu un calculator de buzunar, incadreaza intre 9. Care dintre propozitiile urmatoare este
73, doud numere rationale cu trei zecimale, adevarata, pentru orice numar real x?

o s dacix<O b)lxlolxl
oy 25 32 a)|x|=-x, dacax<0; b)|-x|=|x]|
¥ numerele: —=; . P iy

i 349:00058; — c)|-x|=0; d) [-x|=-|x|;
Propune o problema pentru proiect, care se e)|-x|=x, dacd x<O0.

rezolva printr-una dintre operatiile efectuate. 10. Precizeaza semnul si modulul numerelor

7. Alege rdspunsul corect! a si b reprezentate pe axa de mai jos.
Daca 5,28785 < a < 5,28786, atunci rotunjirea Atentie la sensul axei, indicat de sageata!
lui a la ordinul miimilor este: < ¢ (.) .b
A)52 B)5,287 ()5,288 D)5,28786 W
* kK
11. Investigatie 12. Care dintre propozitiile urmatoare sunt
a) Pe axa, modulul unui numdr este distanta adevarate?
de la punctul prin care reprezentam a)|-1,5|<0; b) ‘—\/ﬁ‘ = \/f‘,

numa“rul pe axa, pana la origine. Identifica €)|-102%| > 0; d) 37| < -3,
pe axa numerele cu modulul egal cu 2.

b) Pe o sosea, distanta /Y M\

e) | (-401) - (-403)| = |-401] - |403

7

dintre bornele pe 132 129 f)|—3—\/§|>|3|+|—\/§|.

care scrie 132 si

129 este de 3 km, “3km 13. Observa figura de mai jos.

adica|129-132|. a) Determina abscisa punctului B.

Foloseste aceastd interpretare pentru a b) Gaseste trei numere rationale

exprima, pe axa, distanta dintre punctele carese =

prin care reprezentdm numerele: 3si 7; reprezinta

~1si-5; -4si6; xsiy. p€ axa Al \B
numerelor i i - —>

c) FoIos?.f,te ca‘ICL'JIeIe anterioare si reprezinta prin puncte -1 0 1
pe axa multimile: {x|xe€ R, |x—1|=2}, situate intre
{x|xeR, |x—1|<3} AsiB.

L. 8.8.8 ¢

14. Foloseste reprezentarea pe axa si demonstreaza ca |a - b| + |b - ¢| = |a - ¢|, pentru orice numere
a,b,ceR.

(X > Alege si rezolva in 5 minute!

Reprezinta pe axa, apoi calculeaza

Reprezinta pe axa toate
numerele care au modulul
0,9 si respectiv 1,9.

modulele numerelor: V2 —2;

J5-2.

Reprezinta pe axa
urmdtoarele numere:
3; 2, 05.

1.2. Reprezentarea numerelor reale pe axa numerelor 19



Intervale numerice si reprezentarea lor
pe axa numerelor

SH
—

® 0 o © > Osituatie-problemad -
Un atlet este admis la 0 competitie daca are inaltimea de cel putin 1,6 m si cel mult 2,1 m. 16 3
Pentru verificarea rapida a conditiei impuse, oficialii concursului au marcat indltimile 1

extreme pe aparatul cu care masoara indltimile. Atletul din figura va fi admis in competitie? '

Vrem sa stim! ))/ Cum descriem cat mai simplu, cu ajutorul numerelor si multimilor,
diverse portiuni din axa numerelor?

in viata de zi cu zi, folosim de multe ori cuvantul ,interval”. lata cateva exemple:
» Temperaturile inregistrate intr-o zi de vara pot varia intre 25°C si 35°C.

* Viteza unui automobil pe un drum poate fi, de exemplu, cuprinsd intre 50 km/h si 90 km/h.
Acest interval poate influenta siguranta rutiera.

« Inaltimile elevilor dintr-o clasa pot fi cuprinse in intervalul cuprins intre 1,40 m si 1,80 m.
« In magazine, un interval de preturi pentru haine poate varia intre 100 lei si 300 lei.

* Timpul ne ghideaza viata, iar intervalele de timp in care au loc diferite activitati ne umplu orarul zilnic.

: = \ . q A B &
Exprimare orala ))/ Propune si alte exemple de intervale folosite in viata reald!

- 1. Ceintelegem prin interval de numere reale?

Axa numerelor reale are proprietatea ca, fiind date doua numere reale diferite, oricat de apropiate, se poate
gasi un al treilea numar real, situat intre ele. Numerele date se numesc margini sau capete, iar multimea de
numere cuprinsa intre cele doua capete formeaza un interval. Sintagma,,situat intre ele” este usor ambigua.
De aceea, pentru a preciza foarte clar la ce ne referim, vorbim despre intervale inchise si intervale deschise.

Definim Notdm Reprezentdm
Un interval inchis este un interval [ . b] ar 1D -
care isi contine marginile. a, L 1 "
Un interval deschis este un interval ( . b) af \b R
care nu isi contine marginile. ! \ ] -

Dupa cum se observa, un interval inchis sau un interval deschis se reprezinta pe axa numerelor prin
segmente. Pe axa numerelor, putem delimita si semidrepte.

Semidreptele corespund unor intervale Notdim Reprezentdm
nemarginite. Pentru scrierea intervalelor }
nemadrginite folosim simbolurile: [0; +00) S
—0o (minus infinit), +co (plus infinit). 0 +00
Folosim conventiile alaturate. (~00; 1] - >
—00 J1

o0 > Rezolvam situatia-problema

Multimea numerelor reale care sunt cel putin egale cu 1,6 si cel mult 0 4 B
egale cu 2,1 se reprezinta pe axa prin segmentul AB. Orice punct P } } o >
al acestui segment corespunde unui numar real 4, unde 1,6 <h <2,1. 1 16 21

Aceasta indica faptul ca atletul este admis.
Relatia 1,6 < 41 < 2,1 se poate scrie 1 € [1,6; 2,1]. Multimea [1,6; 2,1] este un interval inchis de numere reale.

20 Unitatea de invatare 1: Multimi de numere reale. Intervale



=~ 2. Cetipuri de intervale de numere reale folosim?

Definim urmatoarele tipuri de intervale: 0
Tip de interval Exemplu
Scriem Reprezentdm
Interval inchis SO PSR | >
o la:b]=reR| a<x<b) [-1:2] S0 1 2
% Interval deschis (i) >
,é (@a;b)={x€R | a<x<b} (-1:2) 10 1 2
% Interval deschis la stanga si inchis la dreapta [ . 1 -~
= (a;p]={x€R | a<x<b} (-1;2] AR
£ Interval inchis la stanga si deschis la dreapta ) >
[a;b)=fx€ER | a<x<b) [-1:2) LR
o Intervale nemarginite la dreapta ;
T [ai+o)={x€R | x=d} 2+
(o)} .
S (a;+0)={x€ER | x>d} > 4o
()
‘G:J Intervale nemarginite la stanga 1. >
T (-o0;b]={xER | x<h} 2
g
£ (-oo;b)={x€R | x<b} 2

Ce fel de intervale apar in programul afisat? CLhe Gt

si constructiv!

- 3. Cum stabilim incluziunea intervalelor?

o0 > Ne amintim si extindem!

Pentru doua multimi 4 si B, spunem ca A este inclusa in B daca orice element din 4 se afld siin B.

Notdm Citim Exemple:
AcB Multimea 4 esteinclusain B. (3,57} c{3;5;7;9}.
B> A Multimea B include multimea 4. ¢ {3;5,7,9}0{3;5 7}

intrucat intervalele sunt multimi de numere, putem defini incluziunea lor. Fiind date doua intervale de
numere reale [ si J, spunem ca intervalul / este inclus in intervalul J daca orice element din / se afld siin J.

Notdm Citim Exemple: —EH=E

IcJ Intervalul I esteinclusinintervalul J. ® [3:7] ©[2;+00). 23 7 +oo
I>J Intervalul I include intervalul J. *[2,9)2[3;7).

23 7 9 +00

Atentie! Intervalele sunt submultimi ale lui R.1nsa, nu orice submultime alui R este interval.

Exemplu: Multimea {1; 2; 3} nu este interval: 1' 2' 3' ’

1.3. Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor 21



'Y > Problemd rezolvata

Rezolvare:

Reprezentam intervalele / si J pe axa numerelor.
Observam ca orice punct din primul interval
apartine si celui de-al doilea interval. Deci /c J.

o0 > Probleme propuse

Se considera intervalele /=[-1;3) si J=(-2;4). Stabileste daca /c J.

—————F£=é==L+————+
—00 +00

*
1. Noteaza multimile folosind simboluri:

a) intervalul inchis de la —\/E la ﬁ;
b) intervalul deschisdela -3 la 2\/5;
c) intervalul inchis de la -©0 |a 10;
d) intervalul deschis de la 3 la +00.

2. Adevdrat sau fals? Multimea numerelor reale x,
cu proprietatea x > 5, este [5; +00).

3. Reprezinta pe axad intervalele urmatoare:
a) [-3;5]; b) (<511 < [V3;6)
d) (-o0;7]; e) [10; +00); f) (-0o0;-9].

* %
4. Noteaza si reprezinta pe axa numerelor intervalul:
a) deschis, cu capetele -1 i 1;
b) cu capetele -3 si 2, deschis la stanga, inchis
la dreapta;
) cu capetele -4 si 2, inchis la stanga, deschis
la dreapta;
d) deschis, cu capetele —/5 Si J7;
e) nemarginit la stanga si deschis la dreapta, la 6;
f) nemarginit la stanga si inchis la dreapta, la 1;
g) nemarginit la dreapta si inchis la stanga, la 5;
h) deschis, de la -0 la 10;
i) inchis, de la 3 la +00.

5. Stabileste care dintre urmatoarele afirmatii
sunt adevarate:
a)oe(-1;1); b)2¢(-3;2];
c)-3€[-3;5); d) v2 € (1,4; +o0);
e) -3¢ (-00;-1,73); f)3¢ (-2 +2).

6. Exprima variatiile marimilor prin intervale:
a) o distantd pana la destinatie, care este de
cel mult 150 km;
b) capacitatea unui recipient, care variaza intre
0,05dm3si 1,51/
€) masa unei cutii pe care este scris 500g £ 10 g.

* %Kk
7. Transcrie intervalele, folosind notatii:

8. Analizeaza reprezentarile de la exercitiul 7 si

a) ( . ——— } P precizeaza cdror intervale apartin numerele:
-5 1 0; 1; -2; 05 +2; -34.

r 1 1 1 1 1 1 1 ‘ -

b) L T T T T T T 7 »
-6 2 oL )

Q) D T - 9. Determina numerele a si b pentru care
T g [a;b] < [0;1], 0 € [a; b] si 1€ [a; b].

d) - = Propune si rezolva un exercitiu asemanétor.
6

L. 8.8 8 ¢

10. Fie uninterval [a,b] cu b —a > 1. Arata ca

(X) > Alege si rezolvd in 5 minute!

Scrie cel mai mic si cel
mai mare numar intreg
dinintervalul (-3;10,1].

22

acestinterval contine cel putin un numarintreg.

Care dintre numerele 2,(1);
V5, se aflain intervalul (=2;2,2]?

11. Daca [x; y] N Z = @, calculeaza
“|x-y|+2|x-y-1+|x-y+2|

Reprezinta pe axa numerelor
intervalul

A={xeR ‘ —O,(6)<x£\/32+42}

Al

’
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9 Operatii cu intervale de numere reale

> O situatie-problema
Nic vrea s3 mearga in aceeasi zi si la biblioteca si la secretariatul scolii. In fiecare zi lucritoare, programul
bibliotecii este de la ora 10.00 la ora 17.00, iar al secretariatului este de la ora 8.00 la ora 14.00.
In ce interval orar ar trebui sa se incadreze ca sa gaseasca si biblioteca si secretariatul deschise?

WEIERTTID)))  Cum se efectueaza intersectia si reuniunea intervalelor de numere reale?

- 1. Cum se efectueazd intersectia intervalelor?

o > Ne amintim si extindem

e Intersectia multimilor A si B este multimea elementelor comune ANB
multimilor 4 si B: AN B={x|x€AsixeB}.

e Intersectia a douad intervale [ si J este multimea care contine toate elementele comune intervalelor
IsiJ: INJ={x|xelsixeJ}
Exemple:
Intersectia intervalelor /= (-o0; 2] si J=[-4; +):

L

Reprezentam: — > Obtinem: 1 J=(-00;2] N [-4; +00) =[-4; 2].
—o -4 2+

0
Intersectia intervalelor /=[-1;5]si J=(-2; 4):

C 4 D B
Reprezentam: et — » Obtinem: /N J=[-1;5] N (-2;4)=[-1;4).
2-101 2345

° > Rezolvam situatia-problema

Ca sa gaseasca si secretariatul si biblioteca deschise, Nic trebuie sa aleaga o ora comuna celor douad intervale
orare de functionare. Pentru aceasta trebuie sa determine intersectia intervalelor [8; 14] si [10; 17].
Daca alege o ora din intervalul [8; 14] N [10; 17] =[10; 14] va gasi deschise si secretariatul si biblioteca.

=~ 2. Cum se efectueazd reuniunea intervalelor?

AUB
° > Ne amintim si extindem .)

e Reuniunea multimilor 4 si B este multimea care contine toate elementele
multimilor 4 sau B, luate o singura data: AU B = {x|x eAdsauxe B

® Reuniunea a doud intervale [ si J este multimea care contine toate elementele intervalelor / sau J,
luate o singura data: /U J = {x|x el sauxe J} .
Exemple:
Multimea numerelor x cu proprietateacd x <2 sau x <5:

i |

> Obtinem: (-00; 2] U (-o0; 5) = (-o0; 5).
+00

Reprezentam:

Undie

—00 2

Reuniunea intervalelor /=[-1;5]si J=(-2;4):
C A D B

i

5

» Obtinem: /U J=[-1;5]U (-2;4) =(-2; 5].

Reprezentam: .'. f —
-2 —1 0 1 234
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= 3. Cum folosim modulul in exprimarea unui interval de numere reale?

Consideram intervalul [-2; 2], care este simetric fata de
originea axei. Observam cd toate numerele din acest interval
au proprietatea ca distanta de la origine la punctul corespunzator lor pe axa numerelor este cel mult 2.

A’ 0 A
-2 0 2

Reciproc, toate punctele aflate la o distanta de cel mult 2 fata de origine apartin intervalului considerat.
In concluzie [-2;2] ={x e R || x | < 2}.

In general, pentru un numar pozitiv a € R avem:

e[-a;a]l={xeR||x|<a} o (~a;a)={xeR||x|<a}
r M 7 { M Yy
a4 0 g a0 g

'Y > Problemada rezolvata

N . . « 3
Considerdm multimile: 4= {x | x € R.x > 0,5 saux < -0,5}, B={xe R | [x|<2}si numérul a=1+-"—+
a) Calculeaza: AU B si AN B; b)Aratéca a € AN B.

Rezolvare:

4,3

Cum gdndim? Cum redactam rezolvarea?

Acorddm atentie cuvantului  a) A= (— ;—%) U(%;MJ B= {x |xeR, |x|< 2} =[-2; 2]

,sau” din definitia multimii 4.

Scriem multimea Acao #
—00 +00

reuniune de doua intervale. 141

) ‘. -2 0 2
Folosim reprezentéri pe 272
axa, pentru a explicita 1 1
multimile. Rezulta AUB=R, AmBz[—Z;—Eju(E;Z}.

Calculam numarul a, 5.5 9.5 14-9 1111 1 1
+ + =1

observand legaturile b) a=1+ =l =
dintre numitori si 25 59 914 2 55 9 9 14
numaratori 71 6

2 14 14

( Gandim critic

si constructiv!

2.5 5.9 9.14°

Reuniunea a doua intervale L )

. L A
0 este mereu un interval? —00 1
2

Justifica raspunsul dat.

N et

o
N [—— i~

'Y} > Evaludm nivelul de baza

Reprezinta prin desen multimile:
a) [-3;3]; b)xeR||x|<1}; ¢ C=(-0;4)U[2;+x); d)D=(-;4)N[2;+0).
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o0 > Probleme propuse

*

1. Alege raspunsul corect! Cardinalul multimii
(=2;1) N Z este:

A)O B)1 Q)2 D)3
2. Determina:
a)(1;2)u{1}; b) (-1;2,5) u{2,5}%;

o V2)u{14y d)(-1;2)u{-1;2}
3. Determina:
a)[-2;4] n{4}; b) [-2; 4] n [4; 8];

o) [-12;4] n[-6;4]; d)(-3;6) N (2; +0).
* %

4. Determina urmatoarele intersectii:
a) (-0;3) N (0; +); b) [-7;3] N [+/2;4];
o (-0;4)N[-56];, d)[-173]NN;
e)[-23]NnZ.

5. Determina urmatoarele reuniuni:
a)(3;8)u[8;10];
b) (3;8) U [5;9];
c) (-90; 3) U (0; +0);
d) (1,73; +00) U (+/3; +0).

6. Scrie cu ajutorul intervalelor urmatoarele multimi:

a) Az{xeR | | x |S3};
b) Bz{yeR | |y|<8};

1
C={xeR <—
c) {xe |x| 2},
ke

7.Calculeazd AU B si AN B pentru:
a)d={xeR | |x|<7|siB={yeR | -3<y<10};
b) A={xeR | [x|<2} si B={yeR ||y |<4};
) A={xeR|[x|<9}si B={yeR ||y|<6};

d) A={xeR | |x|<6}si B={yeR ||y |<8}.

8. Citeste enunturile:

foe O in cazul unui sondaj, procentul participantilor
o la vot a fost cuprins intre 45% si 60%, iar in
cadrul altuia a fost cuprins intre 50% si 65%.

® La Zoo, s-au nascut in captivitate elefanti
in perioada 1989 - 2010 si tigri, in perioada
1995 - 2020.
Indica prin operatii cu intervale perioadele in
care:
a) evenimentele au avut loc simultan;
b) s-a produs unul sau altul dintre evenimente.
Sk gk

9. Alege raspunsul corect! Rezultatul calculului @
[-2;4) U (0; 6] N (-3; 6) este:
A)(-3;6) B)(-2;6) C)(-3;4] D)[-2;6)
10. Alege raspunsul corect! Care dintre rezultatele
urmatoarelor operatii cu intervale nu este un
interval?
A) [0;2) U [2;5) B) (-1;3]U[2;4)
Q) [1;4] N (-o0; 2) D) [0;2) U (2; +0)
11. Determina numerele intregi a, b pentru care:
a) (;b)nZ={1};
b) [@;b) N Z=1{1;2}.

12. Determina numerele intregi a si b astfel ca:
(; b)u[2;4]=[2;b) si (a;b) N [3;5)=]3; D).

o0 > Alege si rezolva in 5 minute!

Determina [ U J si
I nJ pentru [=[-3;3]
si J=(-2;5).

ANTZ.

1.4. Operatii cu intervale de numere reale

Scrie multimea 4= {x eR | |x|< 3,2}
sub forma de interval si determina

13. Despre numerele reale a si b se stie ca
multimea (-o0; a] N [b; +0) are un singur
element. Calculeaza (b - a)*%.

Determina intervalul
I astfel incat
(0;7)Ul=(0;9)si
(0;7)nI=(1;7).
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Inecuatii de forma ax+ 5> 0 (s, <, 2),

unde a si b sunt numere reale
° > O situatie-problema

Un olar isi vinde vasele cu 75 lei bucata. 35% din pretul fiecarei bucati reprezinta
profit. Cate vase ar trebui sa vanda olarul pentru a achita imprumutul de 10000 lei
facut pentru modernizarea atelierului?

Pentru a rezolva aceastd problemd, ar trebui sa aflam numarul necunoscut x,

pentru care 2-75 -x2>10000.
100

m))/ Cum rezolvam inecuatiile de forma ax+ b >0 (<, <, =), unde a, b € R?
® > Ne amintim si extindem

Fiecare dintre scrierile
2x+3>0, x€Z 3x—520,xe{0;1;2;3;4;5}; -x+3<0, xeQ; 4x-15<0, x€[0;7]
reprezinta o inecuatie cu necunoscuta x.

Inecuatia este o inegalitate care contine unul sau mai multi termeni necunoscuti si care devine
adevarata numai pentru anumite valori ale necunoscutelor. Folosim urmatoarele denumiri:

necunoscuta multimea

coeficientul ax+b>0, xeM de definitie
necunoscutei _ a inecuatiei

termen liber

Definim: Exemple:
N'ecunosgu‘ta 5 valorl din m“'t'm?‘f‘ de definitie |, inecuatia 4x - 15 <0, x € [0; 7], necunoscutei
a inecuatiei. Daca multimea de definitie nu este / xise pot atribui valori numere reale din
precizatd, se considera cd aceasta este multimeaR. / intervalul [0; 7].

-1 este solutie a inecuatiei 2x+3>0,x € Z,

pentru ca -1 € Zssi inegalitatea 2 - (-1) +3 >0

/ este adevarata.

' =2 nu este solutie a inecuatiei 2x +3 >0
pentru ca 2 - (-2) + 3 > 0 nu este adevarata.

Solutie a unei inecuatii este un numar din
multimea de definitie care transforma inecuatia |
intr-o inegalitate adevarata, atunci cand
inlocuieste necunoscuta.

A rezolva o inecuatie inseamna sd scriem . Multimea solutiilor ecuatiei x > 0 este intervalul
multimea tuturor solutiilor inecuatiei. © (0;+00). Notam S=(0;+o0).

Doua inecuatii se numesc echivalente daca au aceeasi multime a solutiilor. Prin urmatoarele
transformari obtinem inecuatii echivalente:

Transformarea Exemple
+2< -2 x=520 +5
Adundm in ambii membri acelasi numar. o 0 | |
’ x<-=2 x>5
Inmultim sau impdrtim ambii membri cu acelasi 3x<6  |[:3 0,5x 25 |- 2 @
numar pozitiv nenul. x<2 x2=10
Inmultim sau impé&rtim ambii membri cu acelasi -3x<6 | :(-3) -0.5x>-5 | (-2)
numar negativ si schimbdm sensul inegalitdtii. x>-2 x<10

Scrie multimea de solutii pentru fiecare dintre inecuatiile din tabel. ( Ganalmletic

si constructiv!
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(X > Rezolvdm inecuatii

e Pentru cele mai simple inecuatii procedam astfel:

O x>a & x€(g+x), S=(a +0) O x>0 © xE€la+),S=][a; +x)

,,,,,,,,,,,,, IR 4 AT T P T P T T 1

I/ S04 LA AN A A R ) > VS A A A0 A Al A [ .
a a

O x<a © x€(-x;a),S=(-x;aq) Ox<a & x€(-x;a],S=(-0;a]
\ LLL L L L 1IIII IIIIIIIIIIIIIIII

2 Jrpts =z >
a a

e Pentru inecuatiile de forma ax+ b >0 (<, <, =), unde a € R* b € R, procedam astfel:

Cum gandim: Cum scriem:
® V2x-4>0,xER @ -1,5x+3>0,x¢€[0;3]
Separam termenul care contine J2x-4>0 |+4 -1,5x+3>0 |—3
necunoscuta. x/ix o4 —15x>-3
Impértim ambii membri la coeficientul V2x>4 ‘; 2 —-1,5x>-3 |: (-1.5)
necunoscutei.
x>22 x<2
Stabilim multimea solutiilor inecuatiei. S=[22;+») S=(-0;2) n[0;3]=[0;2)
® ® © = > Rezolvdm situatia-problema
35 105 10000 -4 8000 20
> x>

—75-x-10000 >0 < —x>10000 < x & x>380—.
100 4 2

105
Cumx € N, rezulta ca x = 381. Olarul trebuie sa vanda cel putin 381 de vase.
@ ® © © > Evaluam nivelul de baza

1. Verifica daca 1 este solutie a inecuatiei 7x-6>0.
2. Rezolvad in multimea R inecuatiile: a)x-4>0; b)-6x>6; ¢)3x-80<0.

@0 o D> Descoperd greseala

Descopera cine a gresit in rezolvarea inecuatiei

1 e < .
> 0. Explica in ce constd greseala in fiecare caz.

Rezolvarea Anei Rezolvarea lui Tic Rezolvarea Lizei Rezolvarea lui Dan 0
—3z+1>o —3x+1>0 —3x+1>0 —3x+1>o
-3x+1>4 —3x+1>0 -3x+1>0 -3x+1>0
—3x>3 —3x>-1 —3x>-1 —3x>-1
x<1 1
xX<— x> — xX<-—
xXe (—oo; 1) 3 3 3

1 1 1
Xe|—; — xe|—; +o© X €| -0, —
(3 j (3 j ( 3]
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L X > Probleme propuse

*

1. Verificd daca 0 este solutie a inecuatiilor:
a)3x+1>0;, b)x-1>0;

A)x+2<0; d)2x-4<0. &Qs
2. Scrie sub forma de interval multimea og

de solutii a fiecareia dintre inecuatiile:

a)x=>-1; x<3;, e)x<-4 6

b)x < 2; d)x>-4 flx>-2.

. Determina toate numerele naturale care sunt

solutii ale inecuatiei 2x +3 < 10.

. Un camion poate transporta o incarcatura de

maxim 10 tone. Daca un sac de ciment cantareste
20 kg, cu cati saci poate fi incdrcat camionul?

. Rezolva inecuatiile: a)x+1>0; b)x+1>0;

cAx+1<0; d)x+1<0; e)2x>-6.

3. Pentru inecuatiile de mai jos, efectueaza 7. Efectueaza transformarile sugerate, pentru
transformadrile sugerate: inecuatiile urmatoare:
a)2x-3>3x+1 |- a)dx-2<6x |:2
b) x+1<x+2 | +x b)-3x<9 |:(=3)
c)3x+4>2x |-2 c)5-x>3x |- (=1)

* %

8. Care dintre urmatoarele numere este solutie
ainecuatiei 2x+3< 11?7

a)l; b)o;, 4 d)-2; e)2; f)-3;
9 W39 D265 )25,

9. Care dintre urmatoarele inecuatii au solutia 0,3?

10. Rezolva inecuatiile urmatoare:

a)2x < 4; b) 3x < 6; c)dx=2;
d-2x<6; e)x+2=23; f)-x+1<0;

o) X-Loo;m 2!
2 3

>0; i) g_o,(6)>o;

PD1<2+x; k)-4>-x+1;, 1)3x-9<0;

a)x+2<6; b)—x+3<6;
)x-2>6; d)-x-2>6; m)4+8x<0; n)2x-3<0,5 0)8-4x>0;
e)—x-2<-1:  f)x-3>-6. p)3-2x<6-4x; q)6x-2>8-2x.

* k&

11. Rezolva inecuatiile urmatoare:
a)3x<9, xeN; b) -x > -4, x e N*¥
c)x+2<-1,x€Z;, d)2x-1<5, xeN;
e)-3x<6, xeZ; f) 4x -1<9, xe N*

12. Rezolva inecuatiile:
a)0-x+1=20,xeR; b)0-x+2<0, xeR;

c)0-x-3<0,xeR;, d)0-x-4>0, xeR.
Kk kK

13. Scrie sub forma de interval si reprezinta pe

axa numerelor urmatoarele multimi:
a) Az{xeR | 2x—1£5};

x5 Ll
3

c) Cz{xe]R ‘ —%x+2>—1}.

b) Bz{xeR

14. Determina multimea valorilor lui m pentru
care 2 este solutie a inecuatiei 2x —m > 4.

15. Alege rdspunsul corect! Numarul m pentru care
inecuatia mx < x + 4, are solutia [-2; +0) este:
A) 2; B) 3; Q-1 D) -2.

o0 > Alege si rezolvd in 5 minute!

Determina multimea
A={xeN|x-15<0}.

28

16.

17

Determina multimea
B={xeN[0,3x-1(3)<0}

Determina cel mai mic numar intreg care

verifica inecuatia (1 —\/E)x— J3<o.

. X X X X X 1
. Rezolvéd —+ —+—+—+ <—.
1-3 3-5 5.7 7-9 9.11 2

Determina valorile lui x pentru care
succesiunea numerelor pe axa
este cea indicata:

L
x =2 -2 x

Unitatea de invatare 1: Multimi de numere reale. Intervale



@ Inecuatii reductibile la forma ax+5 >0
(s,<,2),cuaq,beER

° > O situatie-problema

Intr-un camion avand capacitatea maxima de 10 t s-au incdrcat 60 de
saci cu cate 20 kg ipsos si 800 de cdramizi avand cate 3 kg fiecare.
Cati saci cu cate 50 kg de ciment se mai pot incarca?

Notam cu x numarul sacilor de ciment care se pot adduga. Observam
ca inecuatia atasata problemei, dupd ce am transformat convenabil
unitatile de masura, este: 60-20+800-3+50-x < 10000, x € N. s

Vrem sa stim! ))j Cum aducem o inecuatie la forma cea mai simpla?

- 1. Cum transformdm inecuatiile in forme echivalente, cu ajutorul proprietatilor
relatiei de ordine?

° > Sd ne amintim

Transformarile aplicate cel mai frecvent unei inecuatii, prin care aceasta se scrie sub o forma mai simpla,
echivalenta, sunt:

- adunarea sau scaderea aceluiasi numar din ambii X<y = x+a<y+a,pentruorice a €R;
membri ai inegalitatii;

« inmultirea sau impartirea cu acelasi numar nenul
a ambilor membri ai inegalitatii.

° > Rezolvam situatia-problema
60-20+800-3+50-x<10 000
1200+2 400+50-x<10 000

X<y = Xx-a<y-a, pentruorice a >0;
X<y = x-azy-a, pentruorice a<0.

3600+50-x<10000 |-3600
50-x<6400  |:50
x<128
xe{1 2 3; ..;127,128} Raspuns: Se pot incarca cel mult 128 de saci.
- 2. Cum rezolvdm inecuatiile de forma bx‘-lk - < 0 (> <,2),cuabeR*sicER?
° > Exercitiu rezolvat
Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia 1 _3 <0.
—JX

Rezolvare:
Numitorul trebuie sd fie nenul: 1-3x # 0,de unde x = % ,deci x € R \{ % }
Pentru ca fractia sa fie negativa, este necesar ca numitorul si numaratorul sa aiba semne contrare.
Cum -3<0, rezultda 1-3x>0 | -1.

-3x>-1 | :(=3).

1 1
x< 3 Solutia inecuatiei este x € [—oo; —j.

> Evaludm nivelul de baza

. . “n . . . 1
1.Rezolvd inecuatia: 2x—5<3,cu x € R. 2.Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia i >0.
X+
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'X) > Generalizdém

- a
In rezolvarea unei inecuatii de forma >0 Semnul Semnul  Semnul Q
bx+c fractiei numdratorului  numitorului
(<, <,2),unde a,b € R*si ce R, a
parcurgem urmatoarele etape: bt c >0 a>0 bx+c>0
Scriem conditia de existenta pentru fractia a 0
<
, adicd: bx+c#0, bx#-c bx+c a>0 bx+c<0
bx+c
deunde x € R\{-= )
eunde x b It a<0 bx+c<0
Stabilim semnul numitorului, ca in tabel. p
o ' o <0 a<0 bx+c>0
Rezolvam inecuatia obtinuta. bx+c

Gandim critic

Stabileste daca implicatia urmatoare este adevarata si justifica raspunsul dat. ( si constructiv!

>0, cua=20 = bx+c=0

bx+c

) 3. Cum rezolvdam inecuatiile de forma |ax + b| < ¢ (<), cua € R* si b, c € R?

0 > Sd compardm

Geo si Liza au avut de rezolvat inecuatia |2x - 1| < 5.

Solutia lui Geo Solutia Lizei
Inecuatia este echivalenta cu: Inecuatia data devine: 2x - 1< 5.
5<2x-1<5 |+1 Adunam 1 si obtinem: 2x <6.
4<2x<6 |:2 Impartim cu 2, deci x < 3.
-2<x<3 Rezulta x € (—o0; 3].
Deci §'=[-2;3]. Deci S = (~0; 3].

Observam ca Liza si Geo au obtinut intervale diferite ca solutie a inecuatiei.

Putem arata ca intervalul determinat de Liza contine valori care nu verifica inecuatia.
De exemplu, alegem x =-3.Avem | 2 - (-3) = 1| =7 > 5, deci nu verifica inecuatia.
Liza nu a procedat corect cand a eliminat modulul!

X > Generalizém

Pentru a rezolva inecuatiile de forma | ax + b | < ¢, cua € R*, b, ¢ € R parcurgem urmatoarele etape:
Stabilim semnul lui c.
e Dacd ¢ <0, inecuatia | ax + b | < ¢ nu are solutii, intrucat un modul, care este intotdeauna
pozitiv sau 0, nu poate fi mai mic decat un numar negativ.
e Dacd ¢ > 0, continuam rezolvarea cu etapa urmatoare.
Pentru ¢ > 0, inecuatia este echivalentd cu -c<ax+b<c.
Aceasta inecuatie are solutia:
—c—b.c—bj. c—b_—c—bJ

e pentru a >0, xe( ; ; e pentru a <0, xE( ;
a a a a
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o0 > Probleme propuse

*
1. Adevdrat sau fals?
Numadrul 2 este solutie a inecuatiei x+4>5.

2. Alege un element al intervalului (2; +00) si arata
ca este solutie a inecuatiei 2x -1 > 3.

3. Rezolva in multimea numerelor reale inecuatiile:

4. Rezolva inecuatiile de la exercitiul 3 in
multimea numerelor intregi si apoi in multimea
numerelor naturale.

5. Determina multimea valorilor pe care le poate
avea lungimea laturii unui triunghi echilateral,
daca perimetrul sau este cel mult egal cu 24 cm.

a)x +4<7, b)2x+329;  ¢)3-x>5 6. Determina multimea valorilor pe care le poate

d)3-5x<4;, e)6<1+x; f)11>2x-5; avea lungimea unui dreptunghi cu latimea de

g)-2<4-3x; h)-5>-4x-1; i)9=>1-2x. 6 m, stiind c& aria sa este cel putin egala cu 48 m?.
* %

7.Rezolva in multimea R inecuatiile:
a) 2x+ 1< 3 +4x; e) 0,5x+1,2>2x;
1, x x 1 _1
b) T4 Xe1+x i<,
4 2 UPRVEDY
c) 80x + 40 < 60x - 10; 9)2(1 - x)+1 > x;

gl _x>x.1. h) 2,50 - 1) = 3x.

9. O banca s-a angajat ca, in timp de un an, sa 2
dubleze economiile depunatorilor sai. Pentru .,?
operatiunile bancare, fiecare depunator plateste ®
la sfarsitul anului o taxa de 3000 lei. Cati bani
trebuie depusi pentru a nu iesi in pierdere?

10. Stim c intr-un triunghi o laturda 8

6 3 23 este mai mica decat suma
8. Alege raspunsul corect! Cel mai mic numar intreg celorlalte dous si este mai mare
L oox+1 x-1 decat diferenta lor. Intre ce valori \
care este solutie ainecuatiei —————<1 o "
2 poate varia lungimea laturii AB 4
este: A)-2; B) -1; Q) 1; D) 2. a triunghiului alaturat? 2 cC
*k K

11.1n figura data, segmentul AB are 4 cm, iar raza
cercului cu centrul in 4

este de 1.cm. Ce lungime ‘.

poate avea raza cercului 1/

cu centrul in B, astfel

incat cele doua cercuri sa fie exterioare?

12. a) Verifica egalitatea (3 + \/5)(3 —\/5) =6.

b) Determina valorile lui x, astfel incat
triunghiul ABC din figura de mai jos sa aiba

perimetrul A

mai mare M

decat 0
perimetrul 2

triunghiului 60°

mnp. NSy P BES—C

13. Spunand o vraja doar de el stiuta, Merlin,
vrajitorul Regelui Arthur, a dublat numarul de
diamante din visteria regala. Pentru a-l rasplati,
Regele i-a daruit 15 diamante, dar a constatat
apoi ca i-au ramas mai putine decat avea la
inceput. Cate diamante a avut Arthur?

14. Rezolva in multimea R si apoi in Z inecuatiile:
a)|x+3|<2 b)|2-x|<6 )| V2+x|<-9;
d)|4x+3|<5 e)|3-5x|<7 f)|2x+3]|=<0;

<5; h)‘ 2—«/5x‘<\/ﬁ.

3 1
———X

g)

1,7
—6x
-4 4

i d
<0; d) 3(x+2)

15.Rezolva in R inecuatiile: a)

@>0, c) -
2x—+/8 3x+2

>0;

b) >0.

* ke kk
16. Determina multimea numerelor reale care
verifica simultan: 2x-1<5 si 3x+8> 2.

(X > Alege si rezolva in 5 minute!

Rezolva in multimea R
inecuatia x -3 <2.

1.6. Inecuatii reductibile la forma ax+b>0(<,<,2),cua, beR

Rezolva in multimea R
inecuatia 3(x-2)+5>4.

17. Determina numerele reale a pentru care avem
|2a-3|=3-2a.

Rezolva in multimea R inecuatia
1-\3 <0.
X2 +1
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0 > Recapitulam prin pro

*
1. Scrie toate elementele multimii P, formata 4. Rezolva inecuatiile:
din numerele naturale prime, de o cifra. a)x +2<-3; b) 4x < 2;
2. Descrie, prin cate o proprietate a elementelor )2-x<3 d) -2x < 6;
lor, multimile: e)x +1<2x; f)-3x>12.
‘éi{hﬁ’; ?.7;99}; B ={10;11;12;..; 98; 99%; 5. Pentru fiecare dintre inecuatiile urmatoare,
={-1:-4-9}. scrie multimile de solutii:
3. Deseneaza pe caiet 0 axa a numerelor. Reprezinta a)x+22>1+x; b) 5x < 3X + 6;
pe aceasta axa intervalele [2; 4] si [-1; 3], €) 2x < -3x: d) 4x —5<2x - 17:
apoi foloseste desenele pentru a identifica o ] '
intersectia si reuniunea acestor intervale. e)2x -3<7x )8-3x>12x-10.
* ok
6. Completeazd pe caiet rdspunsul corect! Cel mai mic 8. Observa desenul. Ce numar real a fost 6
14 reprezentat pe axa in punctul M?
numar intreg din intervalul {—wﬂ 1; ?} este... P P P
7. Copiaza pe caietul tau desenele urmatoare, ce
prezinta o axa a numerelor. Coloreaza apoi pe
acest desen, in,benzi” diferite, reprezentarile M 0—0 >
intervalelor (—00; 2) si (-1 ;4+00), apoi identifica 0 1
intersectia acestor doua intervale.
0 1
>
* kK
9. Un litru de benzina costa 7,25 lei. Domnul 12. O companie de transport aerian permite,
2 Pop dispune de 100 lei. Scrie sub forma =+ in avioanele sale, doar bagaje de
Ty . I o - L= 2C NN . o :
.o deinterval cantitatile posibile de benzina “s Mmana ce au dimensiuni maxime
¥ cucare domnul Pop isi poate alimenta ® 40 x25x 20 cm. Scrie sub forma
autoturismul, cu banii de care dispune. unui interval valorile volumului
5 . ) (exprimat in dm3) al unui bagaj
10. Afla rmumz':\rul real .a, pentru care mﬁervalele cu forma paralelipipedici ce
(-3 2) 3! (3a - 2; +00) au cel putin un poate fi luat la bordul avioanelor
element in comun. acestei companii.
11. Pentru ce valori ale numarului real m, 13. Adevdrat sau fals? Inecuatiile
intervalele [1 —m; +00) si (—00; 2m . .
[ ) 51 ( ] 2x-1=0si >0 suntechivalente.
nu au elemente comune? T 1
* ek
14. Pentru fiecare cazin parte, scrie cate oinecuatie  15. Determina toate numerele naturale m pentru

deforma 2x - 1> ..., pentru care multimea de
solutii este cea reprezentata prin culoare pe axa.

[ ]

.
>

a)

b)

[ ]
( ]
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16.

17.

care -2 este solutie a inecuatiei >0.

2x+m

Determina cel mai mare numar intreg x care
verifica simultan conditiile:
2(x=3)2x i x+42\/§(x—3).

Pentru ce valori al numarului real m, inecuatia
2x + 1> mx + 5 nu are solutii intregi?

Unitatea de invatare 1: Multimi de numere reale. Intervale
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Ce am invdtat?

Multimi de numere Inecuatii
o . i Intervale de
peratii cu multimi numere reale

Reuniune

Reprezentare
pe axa

Intersectie

numerelor

°0 > Rezolv testele pentru a verifica dacd pot:

e sareprezint pe axd intervale de numere reale
e sd efectuez operatii cu intervale

e sd verific daca un numar este solutie
a unei inecuatii date

e sa rezolv inecuatii de formele:
ax+b>0, |ax+b|<c,
a

sau >0 (undeaq, b, c € R),

bx+c
sau inecuatii reductibile la acestea

e sd utilizez aproximari pentru reprezentari pe
axa sau pentru comparari de numere reale.

Utilizeaza schema de mai sus si adaugd in portofoliu elementele esentiale din lectiile unitatii 1,

referitoare la conceptele mentionate.

o0 > Testul 1

1. Deseneaza o axa a numerelor, apoi reprezinta
pe aceasta intervalele (-1;2) si [3;+00).

2. Foloseste reprezentarea pe axa si determina
[2;4) n(-1;3).

3. Alege raspunsul corect!
Numdrul -2 este solutie a inecuatiei:
A) x+3<0;
B) |3x-1|<3;
C) x+3=2x;

D) ! <0.
x+5

‘. _ox+1_x
4. Rezolvd inecuatia: —— > ——1.
2 3
5. Pe axa numerelor din imagine sunt marcate
prin culoare intervalele (—00; -1] si (1; +0).

; —_—
1
Pe axa nu este marcata originea si nici unitatea

de masura. Copiaza desenul pe caiet,
apoi reprezinta pe axa intervalul (-2; 0).

Unitatea de invatare 1: Multimi de numere reale. Intervale

Y > Testul 2

1. Deseneaza o axa a numerelor, apoi reprezinta
pe aceasta intervalele [0; 1] si (—00; -1).

2.Foloseste reprezentarea pe axa si determina
[1;3)n(-1;2].

3.Scrie pe caietul tau coduri de tipul @A,
prin care asociezi inecuatiile din prima linie
cu solutii ale lor din a doua linie:

1
-2=>x; — = ; + 1< 2.
@ 2x X 92x+x/5<0 O [x+1]

A. -4 B.0 C.2 D.1,5

. . 1T x+1
4. Rezolvd inecuatia: x —— <—— .
2 3
5. Pe axa numerelor din imagine sunt marcate prin
culoare intervalele (—00;-2] si (0; +00).

] ——>
]
Pe axa nu este marcata originea si nici unitatea

de masura. Copiaza desenul pe caiet,
apoi reprezinta pe axa intervalul (-1; 1).
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Calcul algebricin R. Operatii cu numere reale
reprezentate prin litere. Rezolvari de ecuatii

Unitatea de invatare

° Plan de lucru

m Scop: veti realiza un poster continand proprietati interesante ale
expresiilor algebrice, proprietati descoperite de voi.

= Materiale necesare: o coald A3, foi dintr-un caiet de matematicg, rigla,
creioane colorate.

° Realizarea proiectului

Lucratiin echipe de trei, patru sau cinci colegi.
m> Observati asemanari si deosebiri intre diversele patrate de pe pagina.

= Valorificati exercitiile care poarta simbolul de proiect. Acolo veti avea de exprimat ariile
unor patrate in doua moduri, pentru a deduce formule utile.

= Observati patratele mari o, 9, 9 Transcrieti-le pe foi cu patratele si colorati-le.
Pentru fiecare, exprimati in doua moduri aria patratului mare. Ce formule deducet;i?

= Aplicati toate produsele realizate pe posterul vostru. 9
Pentru inceput:

m> Observati primul patrat colorat. Exprimati aria patratului de latura
a+ b in douda moduri si scrieti relatia obtinuta.

m Desenati un patrat similar colorat pe o foaie cu patratele, alegand
a=2si b=3.Verificati relatia scrisa pentru aceste valori ale lui a si b.

= Faceti acelasi lucru pentru alte valori.

g+

ab ac

Interactionatiin echipa voastra, realizati posterul, apoi prezentati ab D bc
in clasa rezultatele proiectului.

° Autoevaluare ac bc

v/ Rezolva problemele si alege raspunsurile corecte, e
pentru a verifica ce stii la Inceput de unitate de invdtare.

1. Rezultatul calculului \/§+2\/20 —/45 este:

A5 B2/5 Qo _1D)5 ud bd | cd

2. Rezultatul calculului l+l E : Zl este:
1 2 3) 5 2 14

A) 5 B) 1 Q)2 D) 4

3. Solutia ecuatiei -2x + 5 =-11 este:
A)8 B)3 Q)-8 D) -3 ad ab | ac

4. Multimea 4= {x eR | x*= 3} este egala cu:
m{-33 B3 a3} D{-33
5. Numarul real x care verifica egalitatea
J2 - x =3 =4/27 este:
A) V6 B)2J6 Q0243 D83

bd ab b bc

cd ac bc
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Ce stiu deja? Verific!

Test initial de (auto)evaluare Timp de lucru: 45 minute

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni si rezultate necesare pentru parcurgerea acestei
Unitati de invatare. Fiecare problema propusa valoreaza 1 punct. Se acorda 1 punct din oficiu.

|. Scrie pe foaia de rezolvare cuvintele sau rezultatele care, inscrise in spatiile punctate, formeazd enunturi
adevdrate:

Amplificare . li lui 10 bti
si simplificare 1. Prin amplificarea cu 6 a raportului 3 ° tinem ...

Operatii cu numere 2
rationale

3. Raddcina patrata a numarului 64 este ...

Il. Scrie pe foaia de rezolvare litera corespunzdtoare rdspunsului corect pentru problemele urmdtoare:

Aria patratului 4. Latura unui pdtrat este egala cu 16 cm. Aria patratului (exprimata in cm?)
este: A)8 B) 4 C) 32 D) 256

5. Aria unui triunghi echilateral de latura a se poate calcula
a3

Utilizarea
literelor cuformula: g —

4
(exprimatdincm?) este:  A) 93  B) 3 C) 33 D) 36.

. Daca triunghiul are perimetrul de 6 cm, aria sa
in calcule

6. Care dintre urmatoarele scrieri reprezinta o descompunere in factori

Descompunerea e S
primi a numarului 100?

numerelor naturale
in factori primi A) 7 13+32 B) 2-50 C)2-5-10 D) 2:2-5-5.

lll. Scrie pe foaia de rezolvare solutiile complete ale exercitiilor urmdtoare:

Compuneri si 7.Foloseste piese cu forma de trapez
descopuneri de dreptunghic, ca in figura din dreapta,

figuri geometrice pentru a pava (fara suprapuneri) poligonul :
colorat in albastru. Cate piese ai folosit?

Ordinea operatiilor 8. Efectueazd: 32 (4 +1)2.

Calcul rapid 9. Efectueaza cat mai rapid calculele urmatoare. Precizeaza ce proprietati ale
operatiilor cu numere rationale ai folosit de fiecare data.

a)13-21,7+4+ 21,7 b)23-45:23 c)24-85+24-15

Dacd ai obtinut mai putin de jumdtate din punctaj la acest test, este util sd revezi definitiile si proprietatile verificate mai
sus, pentru a intelege mai bine ceea ce urmeaza.
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Folosirea literelor in calcule

o0 > O situatie-problema 7w
Tic economiseste bani punandu-i intr-o pusculita. A mai primit 100 lei de la bunica si 250 lei & 4

de la mama, dar a uitat ce suma avea deja in pusculitd. Cum ar putea el exprima mai simplu W _
suma de bani de care dispune? \ -

))/ Cum calculam folosind litere?

- Cum folosim literele in calcule?

(X > Sd ne amintim

« Chiar daca nu cunoastem lungimile laturilor unui L
dreptunghi, putem exprima sintetic perimetrul si aria / P=2L+2[; A,=L-1
acestuia.

« Chiar daca nu cunoastem lungimea laturii unui patrat,
putem exprima sintetic perimetrul si aria acestuia.

a P=4aq; A =a?
P P

« Analog, putem exprima sintetic volumul unui cub de = —— I
muchie / si volumul unui paralelipiped dreptunghic a ;
cu dimensiunile L, [, h. V.=a T 7 V;UzL-l-h

Asadar, putem exprima numerele reale cu ajutorul literelor. Literele tin locul unor numere necunoscute.

Definim: Exemple:
O expresie algebrica este o succesiune de numere si/sau litere

Q legate intre ele prin operatii aritmetice, care pot fi: adunare,
scadere, inmultire si ridicare la putere.

2L +2[ si L-1 sunt expresii
algebrice.

Unele litere care apar intr-o expresie algebrica se numesc variabile.
Numerele sau literele care apar intr-o expresie algebrica in afara
variabilelor se numesc coeficienti (sau constante).

L si [ suntvariabile.
2 este coeficient sau constanta.

Conventii de notatie Exemple:
- Evidentiem variabilele de care depinde o expresie Notdm Citim
scriindu-le intre paranteze, in denumirea acesteia. E(x)=x-25 Edexesteegal cux-25

Flx;y)=x+y Fdexsiyesteegalcux+y
Celelalte litere care apar se considera constante. Pentru E(x) = ax + b, asi b sunt coeficienti.

Semnul operatiei de inmultire nu se mai scrie. >ra=5a; (x+y)-(c=y)=+y)x-y)
3-(x-y)=3(x-y)
- Cea mai simpla expresie algebrica este formata
dintr-un numar si una sau mai multe variabile
legate numai prin inmultiri. Vom numi mai simplu
o astfel de expresie algebricd monom. 7x%% -2a; 9a*hc; -2x*yz sunt monoame.

Daca o expresie algebrica are doi termeni, fi vom
spune binom.

e 7x2y3\

’coeﬁcient‘ ’ parte literald ‘

3x-2y; 1-2a*hc; 3x+7xy suntbinoame.

Coeficientul 1 nu se mai scrie in monom. Inlocde 1a3hc scriem a3bc.

Pentru coeficientul —1, pastrdm numai semnul ,—". Inlocde -1a*bc scriem -a*bc.
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Atunci cand aplicam, de exemplu, formula ariei dreptunghiului pentru anumite dimensiuni date,
inlocuim literele cu acele numere si obtinem o valoare numerica a ariei.

Valoarea numerica a unei expresii algebrice: Exemple:

Fie E(x) = 6x + 3.
Pentru x = -2, obtinem E(-2) =6-(-2) + 3=-9.
Pentru x =0, obtinem £(0)=6-0+3=0+3=3.

Daca intr-o expresie algebrica inlocuim fiecare
variabila cu un numar, atunci acea expresie capata
0 anumita valoare numerica si devine o constanta.

o0 > Rezolvam situatia-problema

Suma necunoscuta din pusculita o putem nota cu o litera, de exemplu x. In acest caz, suma nou obtinuta este
S(x) = x + 100 + 250 = x + 350. Astfel, daca Tic ar fi avut deja in pusculita 400 lei, suma lui totala ar fi fost
5(400) =400 + 350 = 750 (lei), iar daca ar fi avut 550 lei, suma lui totala ar fi fost S(550) = 550 + 350 = 900 (lei).

o0 > Probleme propuse

*

desenele date.

1. Transcrie si completeaza tabelul, ajutandu-te de

a b _‘HL |—oa—|
—_ — | — | ——
b a-b
a a a b
y b a-b
3a+b
a
a b |a+b | a-b| a-b |[3-a+b

7

4
V3 243

345245
* &

2. llustreaza prin cate un desen expresiile:
a)x+4; b) x - 4; cx+5;
dx+y+4 ex-y+4 flo6+x-y.

3. llustreaza prin cate un desen enunturile:
ajm+n=9; b)3n=9; c)yestedublulluix;
d) a este triplul lui x;

e) y este cu 2 mai mic decat x;
f) x este de 3 ori mai mic decat y;
g) z este cu 7 mai mare decat triplul lui w.

4, Precizeaza variabilele si coeficientii pentru
expresia E(x) =9x - 4.

5. Pentru expresiile algebrice urmatoare,
precizeaza variabilele si constantele.
Ex)=7x+2a-3;, F(y)=3y-5;
Gx;y)=7x+7y-23; H(x;z)=8xz+2ab-3.

6. Calculeaza valoarea numerica a expresiilor
algebrice, pentru: a)x=2; b)x= \/E

7. Noteaza ca expresie algebrica, apoi reprezinta

prin segmente, numarul: e

a) de 3 ori mai mare decat numarul x;
b) cu 2 mai mare decat dublul lui x.

8. Daca b este un numar real pozitiv,
care dintre numerele

Ex)=2x-3; F(x)=3x?-5; a=7b+1)+3b+1si
G(x)=2x3+2; Hx) =23+ /2. d=4(b+1)+6(b+2) este mai mare?
1 8.8 ¢

9. Calculeaza valoarea numerica a expresiilor,
pentru: a) x=2siy=3; b)x=-5siy= V3.
E;y)=3x-2y; F(x;y) =5xy - 30;
GOGy)=2y2+2x+4; H(x;y)=2x?-2)? - 44,

Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

g E(x)=5x-3, pentrux =2.

2.1. Folosirea literelor in calcule

Calculeaza valoarea numerica a expresiei algebrice

Flx)=7x*+2x -8,
pentrux = 6.

10. Folosind notatiile din figurd, exprima aria
triunghiului dreptunghic A
ABC'in doua moduri. Apoi
determina aria unui triunghi
cu h=3cm si a=6cm.

C1 h cz
B C

G(x;y)=9x2y+2\/5 2_34/8%,
pentrux=2si y=+/2.
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Adunarea, scaderea si inmultirea numerelor
reale reprezentate prin litere

o0 > O situatie-problema

Tatal lui Dan primeste salariul lunar pe cardul de credit. in luna mai, cand avea in cont 3 salarii, a mai
primit o prima de 1000 lei si a cumparat mobila pentru noul apartament, in valoare de 9 000 lei.
Pentru luna iunie, salariul lunar i s-a marit cu 200 lei. In luna iulie, familia s-a mutat in noul apartament
si a cheltuit cu aceasta ocazie 20 000 lei. Care este situatia pe card la sfarsitul lunii septembrie?

m))/ Cum adunam numere reale exprimate prin litere?

in clasa a Vll-a am studiat proprietatile adunarii si, respectiv, inmultirii numerelor reale. Evidentiem
aceste proprietati mai jos, pentru orice numere reale a, b, c.

= 1. Care sunt proprietadtile adundrii si inmultirii numerelor reale exprimate prin litere?

e Adunarea inmultirea

a+b=b+a Comutativitate ab=ba
(@a+b)+c=a+b+co) Asociativitate (a-b)- ¢ = a-(b-c)
a+0=0+a=a 0 este element neutru. 1 este element neutru. lra=al=a
. v . v ‘I
a+(-a)=0 Fiecare numar Fiecare nu.mar nenul a— =1 a€R*
are un opus. are un invers. a

Distributivitatea inmultirii fata de adunare

ab+c)=ab+ac
Scoaterea factorului comun
ab+ac=ab+c)

Aceste proprietati ne ajuta sa calculam rapid:
Exemple:

15,29 + 23,87 + 84,71 = 123,87 23,87-84,71-0=0
A\
79-6=(70+9)-6 =706 +9-6 =420+ 54 =474 489 + 52:9=(48 + 52)-9=100-9 =900

De asemenea, ne ajuta sa scriem expresiile algebrice in forme cat mai simple. Deoarece in scrierea
unor expresii algebrice apar litere la diferite puteri, e important sa stim cum efectuam produse de puteri.

(X > Sd ne amintim

inmultirea de puteri avand aceeasibaza: ¢”-a" =a""", a € R* m, n € Z ~ Exemplu: X*-X*=Xx°

> 2. Cum scriem produsele intr-o formd mai simpla?
Exemple:
Intr-o exprgsne algg.brlc? in car‘e . Tax- 8by —(7'8)- (ax- by) _ 56abxy
apar numai operatii de inmultire,
se inmultesc intai coeficientii

si apoi variabilele. " 9ab- (—2ab33: [9 . (—2)j ab-ab’c =-18a’b*c
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- 3. Cum definim scdderea a doud numere reale?

Dlp pvroprleta’;llve adunadrii, stim ca,AperA\tru orice numar real a, a-b=a+(b), a beR
exista opusul sau, notat —a, astfel incat a + (-a) = 0. E o
Deci a = —(-a). xemple:

Pentru a scadea doua numere reale adunam primul numar 7=12=7+(-12)=-5
cu opusul celui de-al doilea. 2x - (-6x) =2x +6x =8x

- 4. Cum scriem sumele algebrice intr-o formd mai simpla?

Termenii unei sume pot fi scrisi in orice ordine (comutativitatea adundrii). Aceasta ne permite sa
scriem expresiile algebrice in forme mai simple.

Definim: Exemple:
Intr-o expresie algebrica, doi sau mai multi termeni

care au aceeasi parte literala (aceleasi litere cu
aceiasi exponenti) se numesc termeni asemenea.

Termenii —2x°yz si 9x*yz sunt asemenea.
Termenii —2X°yz si 9X)°z nu sunt asemenea.

Pentru a aduce o expresie algebrica la forma cea mai simpl3a, efectudam adunarea termenilor
asemenea. Spunem cd reducem termenii asemenea. lata cum procedam:

Tehnica de calcul Exemple:
Reducerea termenilor asemenea constd in
0 . o 8x+95x=(8+95x=175x;
adunarea sau scaderea coeficientilor lor.

Partea literald se transcrie o singura daté, adic, 7y=12y=(7- 12)y_: -3y
dam factor comun partea literala. 8x - 3x - 8x+10x="7x

® Dacd sunt mai multe variabile, scriem variabilele in
ordine alfabetica si reducem termenii asemenea.

9a-4b+2a=9a+2a-4b=11a-4b

® Daca apar puteri, ele se scriu in ordine 5x+9x*+12y-11x-7y=
descrescatoare a exponentilor. =5-11)-x+(12- 7)-_y +9x?% =
=9x?-6X +5y
Atentie!
® Daca inaintea unei paranteze este semnul ,+" se 9a+ (8a-16a)=9a + 8a - 16a =
elimina parantezele pastrand termenii cu semnul lor. =17a-16a=a

® Daca inaintea unei paranteze este semnul -,
se elimina parantezele schimband semnele
termenilor din paranteza.

® ® © - > Rezolvdm situatia-proble

Pentru ca nu se mentioneaza salariul lunar initial (de obicei, este confidential), notam valoarea acestuia cu x.
Modeldm informatiile date astfel:

Suma la finalul lunii mai: S,(x) = 3x + 1000 - 9000

Suma la finalul lunii iunie: S,(x) = 3x + 1000 - 9000 + x + 200

Suma la finalul lunii iulie: S,(x) = 3x + 1000 - 9000 + x + 200 + x + 200 - 20000.

Scriem S, (x) intr-o forma mai simpla.
Avem S_(x) = 3x + x + x + 1000 - 9000 + 200 + 200 - 20000 = 5x - 27600.
Cunoscand si salariul initial, de 5500 lei, rezultd S,(5500) = 5 - 5500 - 27600 = 27500 - 27600 = 100 (lei).
Deci tatal lui Dan trebuie sa faca economii, pentru a echilibra cheltuielile.

3b-(7b-10b)=3b-7b+10b =
=-4b+10b=6b
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Y > Exercitiu rezolvat

Scrie in forma cea mai simpla expresia
E(x;y) = 6x>yz — 4xz? - 23z + x2% + 3%z + 4xz? - 6x%yz
Tehnica de calcul Rezolvare

Identificdm in expresia data termenii E(x;y) = 6x3yz— Ax7? 2x3yz Lx24 3x3yz Ty 6x3yz _
asemenea si fi subliniem in acelasi fel. — — —

Intre termenii asemenea subliniati
exista termeni in care coeficientii = 6x/3yz’— 4/)(ZV_ 2%z +x22+3x%yz -Iyzz'— @&y/ =
sunt numere opuse? Daca da, = = =

suma lor este zero si ii putem elimina.

x3yz
Reducem termenii asemenea ramasi.

Verificdm ca nu mai avem alti termeni :x3yz + xz2

asemenea de redus.

- 5. Cum scriem produse de mai multi factori intr-o forma mai simpla?

Tehnica de calcul Exemple:
La inmultirea expresiilor cu paranteze, aplicam

distributivitatea inmultirii fata de adunare: (8x+7y):3z=8x-3z+7y:3z=24xz+21yz
(a+b)-c=ac+bc

Fiecare termen al sumei din paranteza N
se inmulteste cu factorii din afara ei. -3ax-(8b-y)=(-3ax)-8b+ (-3ax) - (-y) =
Nu uitati sa respectati regula semnelor! =-24abx + 3axy

Daca factorul din afara parantezei este o N PN
paranteza la randul ei, atunci se procedeaza (2a-3D) - (4x -5y) =2a - (4x - 5)) -3b - (4x - 5)) =
in doi pasi: una dintre paranteze este vazuta =8ax - 10ay — 12bx + 15by

ca o noua variabila.

Y > Exercitiu rezolvat

Efectueaza inmultirea si scrie in forma cea mai simpla expresia (a* - 2a*b + 4a*b? - 8ab® + 16b%)(a + 2b).

Tehnica de calcul Rezolvare

Efectuam inmultirile, tinand cont de
> > 4 3 2hH2 3 4 —
distributivitatea inmultirii fata de adunare. (a*~2a% +4a’h? - 8ab® + 16b%)(a + 2b) =
=a’ —;a/“b/+,4a3b/2— 3+ 4+

+ga5f)/—§ib’f+8/¢j——]<6_~qﬁ+32b5:

Identificdam si reducem termenii asemenea.

Scriem rezultatul in forma cea mai simpla. =a° +32b°

'Y > Evaludm nivelul de baza

Scrie fiecare expresie in forma cea mai simpla:
a)-2-(-3)-x-x-x-)*x-5 b)z2-2-(-3):-z-x-1; Ax-y-x-y4
d) 7x+2x-8-2x+5x - 5; e)x’+2x-8-2x’+x-3; f)3)°+2y+9-3y-3y-10;

g)3(x-2); h)5x(2y-3x+2y); i)3x-(-2y+5x)+2(y-3x+2y); j)Bx-2y)(5x+2y).
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o0 > Probleme propuse

*

1. Calculeaza:
a)3x +7x; b) 10a -8a; «¢)2y-9y;
d)-5x +11x; e)-4t+¢; f) -6x% - 2x2.

2. a) Precizeaza opusul fiecarui numar:

+x/5; —3,2x/5; —O,3x/5.
b) Efectueaza: 5\/5—(+\/5);

512 -(-3,52); 5v2-(-0,342).
3. Redu termenii asemenea:
a)7x—-3x+5x; b)—a-a-3a+8a;
C) 7x%2 — 4x% + 2x2.
4, Exprima cat mai simplu:
a) 5ax - 3by; ) 0,5x% - 4x%;

1 2

b) (-7abc) - 2a?b;  d) ;x-—x.

* &k

5. Exprima cat mai simplu:

a)5x-7x; b) —2x*-8x; <) 7)y*-8)%
d)6xy - (-4)?); e)xy-2x’z f) 6x2- (-2x2).
6. Calculeaza:
a) 2x + 9x - 6x; b)12a+a-7a;

d)-5x+3x-9x + 11x;
f) 4x? + x? - 6x2- 2x2.

c) -2y -9y +13y;
e)6f-4t+1t-22t
7. Determina valoarea numerica a expresiei
algebrice E(x)=4x?-6x + 5, pentru:
a)x=0;, b)x=1, x=-2; d)x= \/5
8. Alege raspunsul corect! Pentrux = 23 , numarul
J3x + ¥ este egal cu:

a)6+/3 hb)18 1043 d)12.

9. Fie expresia algebrica E(x ; y) = 5x%) + 4x)° + 1.
Calculeaza: E(1;0), E(-1;1), E(1;y), E@y;x).

10. Identifica termenii asemenea, subliniaza-i in
acelasi fel, apoi efectueaza calculele:
a)8x?+16x—10—-8x—16x2+12;

b) x2* + 2xy + 1 —=2x%y — x)* — 6x)° — 2X);
€)6)*-3)"-6)’-6y+2-3y"+7);
d) 3x*y + 6x)° — 7x%? + X33 - 7x)° - 3x3y + 7xy.

11. Scrie intr-o forma cat mai simpla expresiile:

a) 2x*+3x - 4x%-3x;

b) 2y+3—2\/§y+1;

* Kk

C) 2z°+2xz-xz -2
d) 407 +2+)9.

12. Scrie in forma cea mai simpla:
a)6x -3+2x +9;
b) 4x*+ 4x - 3x - x%
A\2+3a+v8-12¢;
d) -3ab + ¢ +5c¢ -4ab +;
e) 10y*-3,2)° + 1,6)°
13. Calculeaza perimetrul unui triunghi
daca~\2+173-42 si 2 sunt lungimile
laturilor sale.
14. Calculeaza perimetrul dreptunghiului

ABCD dacs AB=3-+2 si BC=+2-1.

15. Scrie in forma cea mai simpla:
a) Jaa-2""a+ 140
b) (2x-1)-(2x-1);
€) 12x+0,8x—+/0,09x +1,2x;
d) 2a?b + 8,02a*b - 10a*b - 0,01a%b.

16. Calculeaza si scrie in forma cea mai simpla:
a) (x-0,5)2x2+2); b) (/2 +1)x~/3-1).

'Y > Alege si rezolva in 5 minute!

ai;

c) -32y-19y +13y. 2

2.2. Adunatrea, scaderea si inmultirea numerelor reale reprezentate prin litere

17. Calculeaza si scrie in forma cea mai simpla:
a)jx+1)-x*-2)+(x-1)-(x+2);
b)(x-1)-(x*+1)-(x-1)-(x*+x +1);
2x - (X*’+2)-x-(x+1)+x°-1;
d)(x-5-x+3)-x-x+5-(x-3)-(x+5);

e) (x—g](x+%]—x(x+l)—%(l—2x).

Calculeaza:
a) 1,8x% - 3,9yx% + 2,6x% E(\/E),dacé
a) 23x+7x-10x; 1N T 1A E(x): 2x+\/5 N —x+\/§ .
b) 136-12b-7b; b) la——a+—a- ( ) ( )
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Ridicarea la putere si impartirea numerelor
reale reprezentate prin litere

o0 > O situatie-problema

Un magazin de bricolaj ofera cutii de depozitare de forma unui cub. Fiecare cutie are muchia @ = 60 cm.

De asemenea, mai sunt disponibile cutii paralelipipedice cu dimensiunile L =80 cm, /=50 cm si 4 =40 cm.
Magazinul ofera urmatoarea promotie: pentru fiecare 3 cutii cubice cumparate, se primeste gratuit o cutie
paralelipipedica. Dacd un client cumpadra 10 cutii cubice, care este volumul total al cutiilor achizitionate?
Pentru a rezolva aceasta problema, avem nevoie sa exprimam convenabil volumele cutiilor in functie de
marimile date.

m))/ Cum efectuam diferite operatii cu numere reale exprimate prin litere?

® ® © > Ne amintim si extindem!
= 1. Cum efectuam ridicarea la putere a numerelor reale exprimate prin litere?

0 * Regulile de calcul cu puteri:

inmultirea de puteri avand aceeasi baza impartirea de puteri avand aceeasi baza
a’a"=a""", a€R* mn€l a”:a"=a""", a€R* mn€elL
Puterea unui produs Puterea unui cat
(@a-b)'=a"b", a beER* neZ (@:b)"=a":b", a bER* nel

Puterea unei puteri

(@'=a"" a€eR* m n€l

* Ridicarea la putere a unei expresii algebrice formate dintr-un singur termen

Tehnica de calcul Exemple:
1. Se ridica la acea putere coeficientul, (2x*y*z)* =7
respectand regula semnelor. (2=8
2. Se ridicd la acea putere fiecare litera X2 =x2 P=)° (2P=2
in parte, respectand regula ' T |
deridicare la putere a unei puteri. - (2xYy?z)? = 8x1°Z

* Ridicarea la putere a unei expresii algebrice formate din doi sau mai multi termeni

Tehnica de calcul Exemple:
1. Folosim faptul ca ridicarea la putere (2x%y® - 5xyz?2 =7

este o inmultire repetata. (2% - Sxyz2)? = (267 — 5xy22) (2% — 5xy?) =
2. Aplicam distributivitatea inmultirii \ = 4x%° - 10x°)/2% - 10x°)*2% + 25x%)°z* =
fata de adunare. = 4x8)P — 20X°)22 + 25x2)%7"

® ® © = > Rezolvam situatia-problema

Daca un client cumpara n =10 cutii cubice, numarul de cutii paralelipipedice pe care le primeste gratuit este
partea intreaga a impartirii 7 : 3. Obtinem 3 cutii paralelipipedice gratuite.
Volumul total al cutiilor achizitionate este V,_ =10-V_, +3-V =10-a*+3-L-lh=10a*+3Llh

N total aralelipiped
Inlocuim a =60 cm, L =80 cm, /=50 cm, 4 =40 cm in expresia %Ige‘iopricé obtinuta. Avem
Vu=10-60°+3-80-50-40. Obtinem V,_ =2160000cm’+480 000 cm*=2 640 000 cm>.

total
Deci spatiul final de depozitare obtinut de cumparator este de 2,64 m?.
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Gandim critic

Daca modificam datele numerice ale acestei probleme, putem avea acelasi mod
si constructiv!

de rezolvare? Propune o problema asemanatoare, care se rezolva pe baza unei
expresii algebrice similare, dar cu alti coeficienti.

o0 > Sd observam! /

Lungimile se exprima prin unitati liniare sau de gradul 1; notam, de exemplu .
Atriile se exprima prin unitati patratice sau de gradul al Il-lea; notam, de exemplu 2. EDI

Volumele se exprima prin unitati cubice sau de gradul al lll-lea; notam, de exemplu .

»- 2. Cum efectudm impdrtirea a doud numere reale exprimate prin litere?
« Impartirea a doua expresii algebrice formate fiecare din cate un singur termen
Tehnica de calcul Exemple:
1. Impartim coeficientii intre ei, respectand regula semnelor. -12x*°z% (2xY22?) =7
-12:2=-6
x4ySZ4 . (x4y222) — y322

2. impartim literele identice intre ele respectand regula
de impartire a puterilor cu aceeasi baza.

5 44422 * 32
3. Scriem produsul final, compus dintr-un numar si partea literala. —12x%°z% 1 (2x%°2%) = -6)°z
e 4

« Impartirea unei expresii algebrice formate din mai multi termeni la o expresie algebrica formata dintr-un
singur termen

Tehnica de calcul Exemple:
1. Folosim distributivitatea impartirii C(6x%3 - 12x%y22 + 9xPyz) : (3x3y) =?

fata de adunare (cu anumite restrictii, 3 P 5 ) .
pe care le vom studia mai tarziu) ‘ (6)Ic4y - 12)IC Yz + 9)IC vz): (3): V)=

b+c):a=b:a+c:a

2. Distribuim fiecare termen al sumei | = 6x’y’ 1 (3x%y) =12x°yz% : (3x°y) + 9x’yz : (3x%y) =

la impartitor, efectuam impartirile, ¥ v
apoi adunam rezultatele partiale. =2x)? - 4x*z* + 3z
*
1. Calculeaza: 3. Calculeaza:
' . V2 2
a) (—3)(2\/5), e) (_l\/zj(_éj, a) 8:2,5; e) ?:E,'
3 5 b) V8:y2; ,
b) (3v2):(-5); . O 6a:2: ) (-21):12;
f) (-0.2411)-10; 12;
. g 9:3; 9 2V8:(—2).
o (-243)(-3); 1 ;
a0 (447).(<0.5); g) —35 '(—4\/6)- 4. Exprimé cat mai simplu:
( )'(_ 5); a) 4ax - 8by;, c) 0,25x2 - 4x%

2. Scrie rezultatul in forma cea mai simpla:
~2J2)-(35);  d) 0,5V7-(-47);
a) ( ) ( ) ) ( ) 5. Pentrux = \/5 calculeaza:
b) (-4V7)-(-3V7); @) -15v3-2V2; XX

RS S
5

o 2V6-3v2; f) (_%\@jé\g, 3 4" 34

b) (-7abc) - 2ab% d) ia2 -zx.
10 5

X o rr
12’ 512°
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6. Exprima cat mai simplu:

7. Calculeaza:

L8 8 ¢

a)x®:x; b) 6x?:(-2); ¢ (-8x%?): (- 2x)?); a)(x+3)x+2); b)x-1)(x+4);
d) 2x3: (\/Exz); e) (3x)°2%) : (-xyz?); g +MNx-6); d)x-2)(x-5).
2 5. 9 1 4 8. Exprima cat mai simplu: a) (2x)% b) (-3x))3%;
0l =x |; 4 | = .
f) 2x [3 xj 9) (4a°bc’d) [2 a dj O (S d) (01
*k
9. Calculeaza: 11. Calculeaza:
a) (3x2) : (9x); b) 32x%y : (4x)% a) (¥ = 3x%-2x) : x;
) 16x*: (—4x2)% d) (8x*?) : (—8x%)%; b) (12x° + 16x° — 8x3): (4x3);
e) 6a2b*: (3ab?) - (-2ab); ) (633 : (3 : X2 ) (6xy” ~2x’y —4xy) : (1)
' ' ' ' d) (9x*)* — 6x1° — 319 : (3)2);
10. Efectueazs, reducand termenii asemenea: e) (15x%7 = 20x%) : (5x°%);
3 2 2
a) 36 - 9x + 27x + 15; f) (2xyz’ + 8x%2 =102 : (22).
b) 43x -8y +2-24x+18x-9; 12. Rationalizeaza numitorii:
)3x*+6+5x+(-9x?) -4x - 12; a) 3 b) 7 g 2\/5. d) 315
d) 14x2+7 + 3x + (-9x?) — 6x - 15. E _ﬁ f T

13. Rationalizeaza numitorii, dupa ce ai facut
simplificarile necesare:

) —7\/5_ —Sx\/_
26 Jag

1542 ) 6356
260 sJ_

14. Scrie ca expresie algebrica:

a) aria unui cerc de raza r;

b) aria unui romb de latura /, cu un unghi de 60°

¢) indltimea unui triunghi echilateral de latura a;

d) distanta parcursa de un automobil care se
deplaseaza timp de x ore cu viteza de 60 km/h;

e) distanta parcursa de un biciclist care merge
X minute cu 6 km/h si y minute cu 8 km/h.

Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

Calculeaza:

) 4o
g7y

f) 5x4/72
6430

b)

d)

a) 2(xy) - (7x);
b) (3abc): (ab);
c) (-3yz?)~

a) 2(x?) - (-3yx?) - y;
b) (2ab4 ) ( 3ab2)
) (—3\/5xyz3) .

15. Calculeaza (x+y) -2 si (x+y+2) 3 pentru:

a) x=3v2+3 x=6(/5+
S i) @)
z=9x/§. y—6( 5_1)

z=—3\/§.

16. Efectueaza si scrie in forma cea mai simpla:
a) (1 —x+3x)(4 —x);
b) (x* = 1)(x* + 1);
A +x+1)2-x+1);

1 3
d) 100xy%| 0,12x+—y +— |;
4 ( 4y 25}

2\/— (5\/_x—\/_x \/_)

f) 2x- [3xy(—%x2yﬂ .

(2x+2)(~x+8)
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Ordinea efectuarii operatiilor in exercitii
cu numere reale exprimate prin litere

° > O situatie-problema

Un fermier are 50 de metri de gard pe care doreste sa-I foloseasca pentru a construi o gradina pe
terenul sdu de forma dreptunghiulara. Care ar trebui sa fie dimensiunile gradinii astfel incat aria
acesteia sa fie maxima?

m))/ Cum optimizam calculele cu numere reale exprimate prin litere?

Pentru a sti cum optimizam calculele, este important sa intelegem legaturile dintre operatii.

1. Celegatura exista intre adunarea
si inmultirea numerelor reale?

inmultirea se obtine prin adunarea
repetatd a unor termeni egali.

Pentru a € R definim
a+a+a+..+a=n-a

N termeni

3. Celegatura exista intre adunarea
si scaderea numerelor reale?

Adunarea si scaderea sunt operatii inverse
una alteia.
+b

-b
a—>a+b—— a
Pentru a efectua scaderea a doua numere
reale adunam primul numar cu opusul celui

2. Ce legaturd exista intre inmultire si ridica-

rea la putere a numerelor reale?
Ridicarea la putere se obtine prin inmultirea
repetatad a unor factori egali.
Pentru aeR" definim a’ =1, a'=a,
a'=a-a-...a,neN, n>2.
e

n factori

4. Ce legatura existd intre inmultirea

si impartirea numerelor reale?

Inmultirea si impartirea la un numar real nenul
sunt operatii inverse una alteia.

xb :b
a a-b a ,bz0
Pentru a efectua impartirea a doua numere
reale inmultim primul numar cu inversul celui
de-al doilea.

de-al doilea.
Exemplu: Exemplu: \/’ \/_

10 8+/2 1046 5 25
55 (-23)=53 + (+245) =73 (-?ﬁ} e

° > Rezolvam situatia-problema

Notam latimea viitoarei gradini cu x si lungimea acesteia cu y. Perimetrul dreptunghiului este P = 2(x + y).
Din datele problemei, avem 2(x + y) = 50. Obtinem ca x +y = 25.
Exprimam y in functie de x si obtinem y=25-x.
Exprimam aria gradinii: A4 (x) =x -y =x (25 -x) = 25x - x? = -x? + 25X
Dam diferite valori lui x pentru a vedea cum variaza aria. Obtinem:
Dacd x=5m,avem A(5) =100 m?
Dacd x=10m, avem A(10) =150 m?
Dacd x=12,5m (cazin care x =), avem A(12,5) = 156,25 m?
Dacd x=15m, avem A(15) =150 m?
Dacd x=20m, avem A(20) =100 m?
Prin incercdri, am observat ca aria maxima a fost obtinuta cand x=12,5m si y=12,5m, adica atunci cand
lungimea si latimea sunt egale. Rezulta ca gradina dorita ar trebui sa aiba forma de patrat.
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5. Celegatura exista intre ridicarea la patrat si extragerea radicalului in multimea

numerelor reale?
2

e | , vl
Pentru numere reale pozitive, ridicarea | ¢ > > a
la patrat si e?ft.ragerea radlcaIL{IU| 5
sunt operatii inverse una alteia. vl [ |

a >Ja >a ,a20

Exemple: 22=4 32=9 42=16

Ja=\22=2 Jo=\32=3 Ji6=\42=4

6. Care suntregulile de calcul cu puteri si radicali?

Puteri Radicali
(@-b?=a-b% (a:bP=a*:b% Jry=vxJy; Jxiy=vx:yix20y50
a,beR; bz0
Exemple: Exemple:
52.22=(5-2)2=102=100 V2-J8=V2-8=V16 =4
Atentie!  (a+ b)* = a?+ b? Atentie! Va+b ;t\/EJr\/E
(a-b)?#a*-b? \/a—b;t\/g—x/g
Exemple: Exemple:
(2+372=57=25dar2?+32=4+9=13 J4+9=113,dar V4 +J/9=2+3=5
2-32=(-12=1,dar2?-32=4-9=-5 J9-4 =5,dar J9 -4 =3-2=1

Rezumand cele de mai sus, obtinem sinteza care urmeaza.

Scaderea este adunarea descazutului cu opusul

M ; Adunarea si scaderea sunt operatii de ordinul I.
scazatorului. ’ ;

inmultirea este o adunare repetata.
Impartirea este inmultirea deimpadrtitului cu inversul
impdrtitorului.

Inmultirea si impartirea sunt operatii de
ordinul al ll-lea.

Ridicarea la putere este o inmultire repetata. o ) ) )
Extragerea radacinii patrate este operatia inversd Ridicarea la putere si extragerea radicalului
ridicarii la patrat, pentru numere pozitive. sunt operatii de ordinul al lll-lea.

Gandim critic

Analizeaza schema de mai sus si propune cate un exemplu numeric sau algebric
si constructiv!

pentru a ilustra fiecare afirmatie.

Q 7. Care suntregulile de prioritate in calcul?

@ In exercitiile fard paranteze: - @ Parantezele schimba prioritatile )] }
se efectueaza intai ridicadrile ab Ja in calcul! Se efectueaza intai
la putere si extragerea radicalilor, calculele din parantezele rotunde, \\0//
apoi inmultirile si impartirile, - 5 apoi cele din parantezele drepte
iar in final adunarile si scaderile. siin final cele din acolade.

Aceste reguli de prioritate se aplica si in calculul algebric.
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o0 > Problemad rezolvata
Calculeaza si scrie in forma cea mai simpla expresia [2x — y - (x + 2y)] - [3x - 2y - (2x - 3y)].
Rezolvare:

Cum gdndim Cum scriem
Efectuam operatiile din paranteze si transformam 2x-y-(x+2V)]-[Bx-2y-(2x-3y)] =
parantezele. Tinem cont ca semnul minus din fata
parantezei schimba semnul numerelor din paranteza.
Identificdm si reducem termenii asemenea. =(x-y-x-2y)-3x-2y-2x+3y) =
Efectuam inmultirile, tinand cont de distributivitate. Y AN (e =

=(x-3))-(x+y)=

=(2x-y-x-2))-(3x-2y-2x+3y) =

Identificdm si reducem termenii asemenea. =x2+Xxy-3xy-3y*=
=x?-2xy - 3)?
@00 > Problemepropuse
*
1. Scrie in forma cea mai simpla: 3. Scrie in forma cea mai simpla:
a)35-7x+28x + 14; a)7-(2a+)5);
b)45x -9y +3-15x+9x - 7; b) (4x +5y) - (5x - 4y);
c)3(x-2)-4(2x +3); d) 7(8 -5x) +3(x-1); 2 5.2).
e) -5x(2 - x) - 2x(5 - x). < 3_(x +\/Ex)+(\/§x 2x )
2. Scrie in forma cea mai simpla: d) (x* +4x - 5) - (2x* + 5x - 1);
3(1 2 5 5 1 5 2 1, 3 7
= =x- Zl2x-=1; e) ——| =x"+3x—=|[+| =x"+=x—=|;
) 5(3x 5j+5[2x 4) 12 (2 3) [6x 4 3)
b) 0,3(2x - 7) + 0,2(3 + 0,2x). f) (0,1x% + 2,4x - 1,5) - (2,03x* + 5X).
Tk
4. Calculeaza si scrie in forma cea mai simpla: 5. Scrie in forma cea mai simpla:
a)Bx-Nx+2); f)(ab+4)( -ab) a) (5x - 1)(x2-3x +2);
b) (4x + 3)(1 - x); g) 2z+4)(1-3z); b) (1 —x+3x3)(2x - 1);
oy+10p%*-1); h) By +4)(1 - 5y); c) B3-x+2x)(3x-2);
d)Qa+1)Ra-1); i)Ba->b)b-a) d) (2 +x+1)2-x+1);
e) (b+2)(b+9); j) (x=2) (9x - 3). e) (X + 2x + 4)(x* - 2x + 3).
*hk
6. Efectueaza, aducand expresiile algebrice 7. a) Demonstreaza ca exista m, n € Z astfel incat
urmatoare la o forma mai simpla: (3+5\/§)(7—10x/§) =m+n2. o
a) 2x(x - 1) +x*(x-2) - 3 b) Determinda, b€ Z
b) (x +3)-x 242 - (2x-1)-x /24 ¥ astfel incata + b2 €[0;0,5].
<) 2abla +b) + (a - b) - 2ab - 4a’b? ¢) Aratd ca exista m, n € Z astfel incat
d) (2x+3)-x 242 - 2x-1)-x%-2-x2 m + n+2 €[0; 0,000001],

Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

Efectueazad, scriind rezultatul in forma cea mai simpld:
a)2x(x-1)+x*(x-2)-3;

—_— . . —_— . 2
a) 36 - 9x +27x + 15; a) Gx-D—2xe3) | PN 22 03 02w

b) 43x -8y +2-24x + 18x - 9. b) (1-x+3x)4-x).
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Calcul prescurtat. Formule patratice

> O situatie-problema
Folosirea internetului ne permite accesul la multa informatie nestructurata.
De aceea, a devenit foarte util:
e sa stim sa alegem ce e important si
e sa sesizam rapid esentialul dintr-un set de date.
Calculul algebric ne ajuta sa ne dezvoltam aceste competente.

m))/ Cum exprimam cat mai scurt si rapid rezultatele unor calcule cu litere?
A

- Cum exprimdm rapid, in forma cea mai simpld, patratul unui binom?

° > Demonstrdm

Pentru a exprima patratul unui binom:
Calculdm algebric

(a-bY=(a-b)a->b)=
=a’-ab-ba+b*=
=a’-2ab + b?

Calculdm algebric

(a+b)>=(a+b)a+b)=
=a’+ab+ba+b*=
=a’+2ab + b’

Interpretdm geometric Interpretdm geometric

Scriem in doua moduri aria
dreptunghiului MNPQ. u 0 b
«—a—bh—>

Scriem in doua moduri aria
dreptunghiului ABCD.

Apep = @+ b)? Aywpo = (a—b)? J
A pcp = a*+ 2ab + b’ Aywpo = @ =2ab + b?

>»

-]

@
«—a—-b—>

a_

Y

o0 > Exprimare orald
Explica in cuvinte, cat mai clar, justificarea formulelor prin reprezentare geometrica.

0 In acest mod am demonstrat algebric si am ilustrat geometric formulele referitoare la dezvoltarea
patratului unui binom:
(a+b)=a*+2ab+ b’ (a-b)*=a*-2ab + b
Aceste formule ne permit sa efectuam rapid calcule aritmetice si algebrice.

'Y > Evaludam nivelul de baza

Calculeaza: a)101% b)31% ¢ (2a+3b)%, d)(5ab-7)% e) Babc - 11d)>

Unitatea de invatare 2: Calcul algebric in R. Operatii cu numere reale reprezentate prin litere. Rezolvdri de ecuatii
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1. Dezvolta patratele: (x + 3)% (c-5)
Rezolvari:

T.(x+3)2=x*+2-x-3+32=x*+6x+9; (c=52=c*-2-¢c-5+52=¢c?-10c + 25.

2.5982=(600-2)>=600%-2-600-2+ 22=360 000 - 2 400 + 4 = 357 604.

3. (7a* +5ab’)?* = (7a*? + 2 - 7a* - 5ab® + (5ab?)? = 49a® + 70a°b> + 25a°b°.

o0 > Probleme propuse

*

2. Calculeaza rapid: 5982. 3. Efectueaza: (7a*+ 5ab*)%

1. Efectueaza inmultirile: 3.Dezvoltdaaplicand formulele de calcul prescurtat:
a) (Bx+2y)(4x+5y); b)(6x+4Y)3x+)); 27)2: b 2. 0.7)%
&) (7x - 4% d) (4x + 3)°. Aberzyys B+ o dle+ 07
. d)3+y)5 e)(25-2y)% (1,6 +D)
2. Calculeaza: 5 . 5
a) 24315 b)(1+42)% )J§+2) 9B-y;  hW@-32% D éarby;
dV3+1%  eW3-2% HR-2)7> D245 KB -27% W6 +b)>
* %

5. Scrie sub forma unui patrat:

4. Completeaza spatiile punctate pentru a obtine

0§k

%, patratul umzji binom:2 , a)3+2\/§; b)3—2\/§; C) 27+10x/5;
& a)9+..+x j(3+x),2 e)25a°-..+4 d)9-214. )21+ 8Y5: £)15+2414;
b)..+2a+a°=(01+a); f)x>+x+..,;
QO b+4ab+ .. ) a?+ 4b? - g)3—2\/§a+a2;h)11+6\/§; i)5+2\/g;
d)..-6a+9; h) .- 8¢ + 2. D22 +17+2 K 21548 146 +14.
* k&
6. Arata ca, pentru orice a € R, urmatoarele numere sunt pozitive.
Exemplu:
A+da+7=a*+4a+4+3=(a+2)>*+3.

Cum (a +2)*>0, atunci (@ + 2)>+ 3 >0, oricarearfi a € R.
4a +5;

d a*-a+1;

a) a’+2a+3; c) a’- e) i?+a+i; g) 6a+11+a?;

b) a’>+6a+10; f) 4a’ +4a + 2;

5
h) 2 +2a+a’.
1
7.Demonstreaza ca, oricare ar fi a € R*, avem a*+9>6a; 4a<a*+4;, a*>+ — =2.
a

* ok Kk

1 1
8. Pentru x € R*, calculeaza x° +— stiindcd:  a) x+——3 b) x———6 o x* +—=6.
_x X

9. Arata ca expresiile urmatoare reprezinta patratele unor alte expresii aIgebrlce
Exemplu:
In (x*=3x2+1)(x*-
Patratul cautat este (x*

3x24+3)+ 1 notam x*-3x2+1=a siobtinema(a+2)+1=(a+1)>.

-3x2+2)%

(X +x2+1)x*+x2+3)+1;
d) 3 -x2+2)(x3-x2+10) + 16.

0 a) (B+x2+x)3+x2+x+2)+1;
| b)Bx-x)Bx-x2+6)+9;

> Alege si rezolvd in 5 minute!

Demonstreaza ca

Dezvolta aplicand formulele
de calcul prescurtat:

(a+y)?; (1+2)?%; (1-x~2

2.5. Calcul prescurtat. Formule patratice

Determina aria unui triunghi
care are o indltime si latura
corespunzatoare ei egale cu

(9—4\/5) cm.

patratul oricarui numar
natural impar, divizibil
cu 5 are cifra zecilor 2.
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Formule de calcul prescurtat.
Produsul de suma prin diferenta

° > O situatie-problema

Avem un patrat cu latura de lungime a, cu a > 2m si un dreptunghi care are lungimea cu 2m mai mare
decat latura patratului, iar latimea cu 2m mai mica decat latura patratului. Care dintre cele doua figuri
geometrice are aria mai mare?

m))/ Cum prescurtdam modul de calcul pentru produsul dintre suma si diferenta
acelorasi termeni?

y

- 1. Cum exprimdm rapid, in forma cea mai simpld, produsul de sumad prin diferenta?

Algebric Geometric
o . . A a D b|F
Exprimam in doud moduri
(@+b)a-b)=a>—ab-ba+bh = aria dreptunghiului ABEF. 1
Q =a’- b’ Ayper = (a+b)a-D) p d s
Ayper = a’- b’ b‘

In acest mod am demonstrat algebric si am ilustrat geometric formula produsului dintre suma si diferenta:
(a+ b)a-b)=a*-b?

Aceasta formula ne permite sa efectuam rapid calcule aritmetice si algebrice.

° > Rezolvam situatia-problema

Aria patratului este a2
Aria dreptunghiului este (a + 2)(a - 2) = a* - 4, deci este mai mica decat aria patratului.

o > Exprimare orala

Observa desenul si relateaza cat mai clar cum justificam formula (a + b)(a - b) = a?-b? prin reprezentare
geometrica.

0 1. Calculeaza: (x -3)(x+3); 2y - 12y +1).

2. Calculeaza rapid: 197 - 203.
3. Exprima mai simplu: (3a*+ 5ab®)(3a* - 5ab®).
Rezolvari:
T.x-3)x+3)=x*-32=x-9;, 2y-DNy+1)=(2y)?-12=47-1
2.197-203 = (200 - 3)(200 + 3) = 200% - 32=40 000 - 9 =39 991.
3. (3a* + 5ab®)(3a* - 5ab®) = (3a*)? - (5ab®)? = 9a® - 25a%b™.

> Evaludam nivelul de baza
Calculeaza: a)101-99; b) 29 - 31; c) x?>-25; d) 4x2 - 81.
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o0 > Probleme propuse

*
1. Efectueaza inmultirile:

a) 3-2x)(5-x); b) (6x - 8)(1 - x); ¢ 2-x)2+x); d) 3+2y)(3-2y).
2. Dezvolta aplicand formulele de calcul prescurtat:
a) 3-V3)%  b@a-30% o (c-05a)% d) (V2a-b(N2a+b; e (1+3)1-43)
f) (3W2 -1%  g)Qa-5b% h) k+2)x-2); i) Bh-cc+3b);  j) (3v2 - 1342 +1).
3. Calculeaza:
a) aria unui dreptunghi cu lungimea 2 + V3 metri silatimea 2 - 3 metri;
b) aria unui romb ale carui diagonale au lungimile 7- 2/3 metri si 7+ 24/3 metri.

*k
4. Foloseste asociativitatea si comutativitatea inmultirii pentru a calcula cat mai simplu si rapid:

Exemplu:

(V5-1)(2v2+3)(14+5)(3-2v2) = (V5 -1)(V5 +1)(3+242)(3-2v2) = (5-1)(9-8) = 4.

a) (ﬁ—1)(\/§+ﬁ)(ﬁ+1); b) (3+\/5)(\/5—3)(2\/§—1); o) (x—2y)(x2+4y?)(x+2y);
d) (a—3b)(a®+9b%)(a+3b); e) (2a+b)(b?+4a?)(2a-b).

5. Determina ariile dreptunghiurilor, ~ a) 6 b) 8
@ stiind ca dimensiunile x—+2 x -1

sunt date in centimetri.
x+2 X+

6. Calculeaza media geometricd a numerelor a si b unde: a) a=5-+2 Si b=5+2;
b) a=4-23 si b=2\3+4; a=5-V14 si b=5+./14.

* kK
7. Mati le-a explicat colegilor sdi ca pot calcula patratele unor numere de

o forma a5 astfel: Calculam x=a(a + 1) si scriem numaérul x25. De exemplu,
& pentrua calcula 75% determindm x =7 -8 =56 si scriem 752 =5625.
Explica de ce metoda descrisa de Mati este corecta.

8. In figura alaturata triunghiul isoscel ABC este inscris in cercul de razd R.
Stiind cd AD =8 cm si BC = 12 cm, calculeaza raza cercului circumscris,
folosind teorema lui Pitagora in triunghiul COD.

9. Calculeaza in doua moduri:
a)?+x+12-x+1); b)(x+y-2)x+y+2); d@-b+3)a+b+3); d)(2x-1+2)(2x-z-1).

10. Calculeaza: a) (\/5+\/§+1)(\/§+\/§—1); b) (\/5—\/5+1)(\/§+\/§+1);
) (\/§+\/§+ 5+1)-(\/§+\/§+\/§—1); d) (\/5—\/5+\/E+1)-(\/§+\/5+\/ﬁ+1),

T Aratdaca(x -1+ DO+ 1D+ 1)+ 1) =x"° - 1.

12. Aratd ca numarul 4 = 2n2 +n + 1)2 - (2n% - n - 1)? este divizibil cu 8, oricare ar fin € N.

o0 > Alege si rezolvd in 5 minute!

¥

Calculeaza aria unui
paralelogram ABCD cu
Calculeaza media aritmetica AB=15-4/13 ,

si media geometrica a AD =15 +\13 si unghiul B
numerelor /2 -1 Si V2 +1. cu masura de 135°.

Efectueaza: a) (x -))(x +));

b) (1++/3)(1-+/3).
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i

Descompunerea in factori. Factor comun

(X > O situatie-problema ) b < ¢ >

Tatal Lizei vrea sa cumpere acelasi tip de gresie pentru bucataria
si sufrageria care au forma redata in schita alaturata. Pentru
aceasta, el a masurat dimensiunile fiecarei camere si a obtinut
a=6m,b=3,5m si ¢c=4,5m.Elafacut rapid urmatorul calcul:
Agryy=6-35+6:45=6(3,5+4,5)=6-8=48(m?

A procedat corect?

))/ Cum descompunem sumele in produse S T

pentru a putea calcula rapid? < b+c

o0 > Ne amintim si extindem!

Figura ilustreaza geometric distributivitatea inmultirii fata de adunare.
Distributivitatea inmultirii ne permite sa scoatem factor comun.

ab+ac=alb+c) |ab|+|acl= a- b+ )
L
suma produs
Pentru a face descompuneri in factori, utilizam urmatoarele tehnici de lucru:
Tehnica de lucru Exemple:
Daca intr-o suma, mai multi termeni \ 8xy +12ab = 4'2xy +4-3gb= 4(2xy+ 3ab)

apar inmultiti cu acelasi monom,
acela se poate da factor comun. /
Suma se transformad astfel intr-un produs.

21a*x - 28a*c*y = 7a’x-3 - (Ta’x) - (4x*y) = Ta*x(3 - 4x%y)
aA+a=a-a+a-1=ala+1)

Se poate da factor comun in mai multe ' 3ax-7ay + 6bx — 14by = a(3x - 7y) + b(6x — 14y) =
etape, pentru a realiza o descompunere , - =a(B3x-7y)+2b(3x-7y) =
in factori. =(3x-7y)(a + 2b)

Adesea se dovedeste util sa punem
in evidenta factorul comun (-1)
pentru a putea continua calculele.

o0 > Rezolvdam situatia-problema

Folosind notatiile din figura, avem ab + ac = a(b + ¢). Deci tatal Lizei a procedat corect.

o0 > Exercitiu rezolvat

Descompune in factori expresia algebrica E(a, b,c)=abc+ab+ac+bc+a+b+c+1.

\xla-b)+yb-a)=x(a-b)+y-(-1)(a-b)=
[ =x(@a-b)-yla-b)=(a->b)-(x-y)

Rezolvare:
Cum gdndim Cum redactam
Grupam doi cate doi termenii expresiei algebrice E(a, b,c)=abc+ab+ac+bc+a+b+c+ 1=
si apoi aplicam factorul comun pentru fiecare =ablc+ D) +alc+N)+blc+1D)+(c+1)

pereche potrivita:

Observam ca se poate da factor comun paranteza E(a, b,c)=(c+ 1)(ab+a+b+ 1)
¢+ 1siobtinem:

In cea de a doua parantezd grupam primii doi Ela,b,c)=(c+ NDab+1)+B+1)]
termeni si ultimii doi si aplicam factorul comun

pentru fiecare pereche de termeni:

in paranteza dreapta se poate da factor comun Ea b )=+ 1)b+MNa+1).
b + 1 si obtinem:
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'Y > Evaludm nivelul de baza

1. Scoate factor comun:  a)3x-3y; b)ax+ay; < 11z23+2z% d)4dxz-7zv.
2. Descompune in factori: a)3x(2-y)+4y(2-y); b)3ab-3bc +4a* - 4ac.

( X > Probleme propuse

*
1. Descompune prin scoaterea factorului comun 2: 3. Descompune scotand factor comun:
a) 2x +2y; e) 2a-2b; a)3x +3y; i)a’-ab;
b) 6a - 6b - 6¢; f) 4x? + 8xy; b) 2v2a - 4b; j)3x +6x2 - 12;
c) 6x -4y, g) 12x° - 8x + 4y; Q) X2+ x3 k) x* +x% - x;
d) 4x + 6x% h) 0,4a - 1,2b. d)12-12y; ) ay? + az - ax;
2. Scoate factor comun -3x: e) 3v2x - 3J6); m) 6a - 6b - 6¢;
a) 6x2 - 12x; d)12x*+45x°-18x%  flX*-x*+Xx; n) 2x* - 4x* + 12x;
b) 15x% - 27x; e) -3x3 - 24x + 21x% g) a®-2a% o) 11x -22;
) 30x2 - 12x* - 15x; f)-60x*+36x>-18x.  h)O0,5p +0,5¢; p) 332 a +2b.
* %
4. Descompune in produse expresiile urmatoare:
a) 5x - 10y; e) ax-ay + bx -by; i) (x+2)(x+3)+(x+2)(x-4);
b) 3ax-12q; f) 4x% - 8x - 3xy + 6 ) (2x-1)(5-x) + (2x - 1)(2x - 6);
c) 12-4x; g) X* +2ax* + a*x + 243, k) x-7)Bx-1)-(x-7)3x+1);
d) 25x? - 0,5x; h) x3 - 5x? +2x -10; ) ax-2)+x(2-x)-6+3x.
5. Scrie sub forma de produs:
a) X’y +x)% e) x(x +2) - y(x + 2); i) alc-3)-(x-3)b+(x-3)c;
b) xa + xb; f) 30x-)? + x%(x - )% j) m(x +a) - p(x + a)+ qlx + a);
o) alx+1)+bx+1); g) alx-1)-(x-1)b; k) 2(x - v5) =30 —v/5) + 7(x - \/5);
d) (a-b)t-(a-Db)x; h) a(x-1)2+4b(x - 1)% ) x(x-2y) +3Q2y-x) -x +2y. o
6. Scrie sub forma de produs:
a) (x +))a + bx +y); d) 2x(x - y) + 3y(x - ); g) a’(a + b) + b*(a + b);
b) (x +y)? - (x +); e)x(x+1)-2x+1); h)(a-2)x-(a-2)y+a-2;
Q) 4(x -2)%-2(x-2); f) x(x - 1)? - 2x(x -1); i) (3x - 2))(2x + 5y) - (x - 3y)(2x + 5)).
* %k

7. Descompune asociind convenabil termenii si scotand factor comun.

e Exemplu: X3 + X% + x)? + 12 = x2(x + ) + Y2 (x + ) = (x + )2 +)?).
a)@®+a’b +ab*+ b3 <) x*-2ax+xy-2ay; e) Xz + Xt +yz + t; g) ab - b*+ ax - bx;
b)m*-3m?+3m-9; d)3x+xy-3y-y% f)p’-p*+3p*-3p% h)a*-a*b+a>-2a-ab+2b.
8. Descompune in factori, dupa ce ai scris unul dintre termeni ca suma de alti doi termeni.
Exemplu: X* +5X + 6 =X>+2X +3X + 6 =X(x + 2) + 3(x + 2) = (x + 2)(x + 3).

a)x?+8x+12; b) 2 -5y + 6; QA2 +7z+12; d)a’+3a+2; e)?-5t-6;
f)x% +8x +15; g))y* -y -6 h)z? + 4z + 3; )22 +9z+8; j) X2+ 9x + 20.

(X) > Alege si rezolvd in 5 minute!

Descompune in factori:

Descompune in factori: 5 5
a)x*-5x-14; b) y“ + 20y + 99.

Scoate factor comun:
a)x(y-2)-y+2; b) 2y(x+1)-2x-2.

a)x*>-x%; b)6x?-3xy.
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Descompunerea in factori. Formule de calcul
prescurtat

o0 > O situatie-problema

Elevii din Scoala Gimnaziala nr. 3 au donat bani pentru ajutorarea unui cdmin de batrani. in clasa a Vlll-a
A sunt 26 de elevi care au dat cate 26 lei fiecare, in clasele a Vlll-a B si a Vlll-a C, cate 26 de elevi au dat
24 lei fiecare, iar cei 24 de elevi din clasa a Vlll-a D au dat 24 lei fiecare. Cum putem afla rapid ce suma de
bani s-a adunat?

m))/ Cum descompunem sumele in produse pentru a calcula rapid?
(X > Generalizdm

O notare prescurtata ne aJuta sd observam ca, in rezolvare, apare o formula de tipul
@+ 2ab + b* = (a + b)%

Pentru a evidentia produse, utilizam a*+2ab + b* = (a + b)?
formulele de restrangere a patratului unui binom a?=2ab+ b2 = (a - b)?

si formula de descompunere a diferentei de patrate a?-b*=(a-b)a+b)
Exemple:
7°4+2:7-6+6°=(7+6)*=13"=169 322 -28%=(32-28)(32 +28) = 240
X*-6x+9=x2-2-3x+3*=(x-3)? 441x? - 8417 = (21x)* - (29y)* = (21x - 29))(21x + 29y)

Alte exemple de descompuneri:
X =16=(x) -4 =02+ -4 = +4Hx+2)(x-2)

Am aplicat de doua ori formula diferentei de patrate. Atentie! Expresia a2+ b?,

unde ¢ €R, bER,
nu se poate descompune
in factori in R.

63x% - 84xy + 28y% = 7(9x? - 12xy + 4y%) = 7(3x - 2y)?

Am dat factor comun pe 7 si am aplicat o formula

de restrangere a patratului unui binom.

(X > Sa observam
Folosind formulele de calcul prescurtat, efectuam:

« transformarea produselor in suma « transformarea sumelor in produse
(@a+b)*=(a+b)a+b)=a*+2ab + b? X+ 2y +yP=x+y)?=x+y)x+y)
(a-b)?=(a-b)a-b)=a*+(-2ab) + b* X+ (-2p) + 2=k -y)P=kx-yx-y)
(a-b)la+b)=a*-b*=a’*+ (-b? xz—y2=(x—y)£x+y)
|produs| [diferenta] [suma| [diferentd| |produs]
Fiecare transformare ne ajuta sa aducem expresiile la forma cea mai simpla. ( Gandim critic'
Explica de ce, prin exemple! 31 constructiv:

o0 > Rezolvam situatia-problema
26:26+26-24+26-24+24-24=26-26+2-26-24+24-24=26°+2-26-24+24*= (26 + 24)* =

=50%= 2500
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Y > Evaludm nivelul de baza

Descompune in factori, aplicand formula potrivita:
a)p?+2py+y5  b)x?-6xy+97%  a’-25x%  d)625a%-256x2

o0 > Probleme propuse

*

1. Descompune in factori folosind formulele de calcul prescurtat.

Exemplu: a*>-36=(a - 6)(a + 6); b2-10b+25=b*-2-5b+25=(b-5)
a)x’-y%  16-x% e) 4a’- b* g) x*-16y% i) X%+ 8x + 16; k) 4a® + 4a + 1;
b) m?-9; d)%—cz; f)100-x%  h)x*-)% a?-14a+49; 1)1 +6x+9x%
2. Descompune in factori: 9
a)x’+6x+9; b) 4b* + 9a° - 12ab; c)5-25x +x% d)ga2—6a+25.
?( Descompune in factori:
a) 27a*-18ab + 3b%; ) 4x*y* + 20xyz + 252% e) 2894’ - 169h%
b) 576x?)° + 288x?; d) 81a%)? - 25x%; f) 361 - 144x°,
4. Descompune in factori:
a)x}-xy+x°-y3% c) 0,25 -x% e)2a’-3; g)x2- 12+ 2x+2y;
b) X2 + ax + bx + ab; d) a?b?* - 16c% f)81-c% h) 7x - 7y + 4x2 - 42,
*STTDescompu ne in factori:
a)1—3x+§x2; ) 2x2+ 22 x+1; e) 16x% + 8x + 1; g)3a-2V3a+1;
b) X - 2J6 x +6; d) 9-3a +0,25a% £) 25+ 10y +1% h) 2 + 246 xy + 3x3)2
6. Descompune in factori:
0 a)a*- b4 ))?+2y-3; e)x*-5x*+4; g)(2+x+1)(2+x+2)-2;
b) x8 + x* - 2; d) a*>-5a+6; f)z*-1; h) 02 +y+3)0*+y+5)-3.
* Rk kk
7. Determind numerele reale a si b pentru care sunt adevarate egalitatile:
a)(8-a) +(b+9?=0; b) a?-2Ja? +1=0; c) 2b*-2b-1=0.

8. Fie E(x) o expresie cu coeficienti intregi, cu proprietatea ca pentru orice n € Z, numarul intreg E(n)
nu este numar prim. Putem afirma ca £ se descompune in factori?

9. Fie a, b si ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC. Demonstreaza ca:

e alla- b? + c¥)(a* + b* - ¢?) = 4b*c? daca si numaidaca €4 =90°.

o bl2a2+D*+c*=2a(b+c) daca sinumaidaca ABC este triunghi echilateral.
c—b+a—c+b—a

<) =0 daca sinumaidaca ABC este triunghiisoscel.

a b c

[ X) > Alege si rezolva in 5 minute!

Completeaza un patrat perfect
pentru a descompune in factori.

a) X’ +6x+8;
b) a® + 6ab + 8b%.

Descompune in factori:
a) X’ -2 -xy+2x-y+1;
b) a’ - b*+ ¢ + 2ac.

Scrie numerele de mai jos ca
patrate de numere reale:
a)g*+2gh+h%

b) 16 + 8x + x°.
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Ecuatii de forma ax? + bx + c=0,
unde g, b, ¢c sunt numerereale,a z0

) > Situatii-problema

1. Daca marim latura unui patrat cu 1 m, aria sa creste cu 7 m2. Cati metri are latura patratului?

2. Distanta parcursd in ¢ secunde de un corp ldsat sa cada liber este aproximata prin formula
s = 5¢2. Cat timp dureaza caderea corpului, daca acesta a parcurs 35 m in ultima secunda?

3. Doua numere consecutive din sirul patratelor numerelor naturale au diferenta 7. Care sunt numerele?
Toate aceste probleme se modeleazd matematic prin ecuatia (x + 1)>—x2=7,x € R.

m))/ Cum reducem o ecuatie cu necunoscuta de gradul al doilea la 0 ecuatie deja studiata?

@ ® © = > Ne amintim i extindem!

Fiecare dintre scrierile  x*+2x+3=0, Xx€Z; x*+3x-5=0,x€R; x*+4x-12=0, x €[0;7]

reprezintd o ecuatie cu necunoscuta x. Ecuatia este o egalitate care contine unul sau mai multi termeni
necunoscuti si care devine adevarata numai pentru anumite valori ale necunoscutelor. Folosim urmatoarele

denumiri: : :
(coeficientul lui x? r(coeﬁaentul luix) multimea

ax’*+bx+c=0, x€M |dedefinitie
a ecuatiei

(‘necunoscuta ) (termenul liber)

M poate fi N, Z, Q, R, o multime finita sau un interval. Uneori, multimea M trebuie determinata pe
parcursul rezolvdrii ecuatiei.

Definim: Exemple:
Necunoscuta x ia valori din multimea de definitie . Necunoscutei x a ecuatiei 4x2—x—15=0,
a ecuatiei. Daca multimea de definitie nu este ‘unde x € [0; +), i se pot atribui valori numere

precizatd, se considera ca aceasta este multimeaR. ' reale din intervalul [0; +00).

. . . 2 _
Solutie a unei ecuatii este acel numar din —1 este solutie a ecuatiei x*+3x+2=0, x € Z

multimea de definitie care transforma ecuatia _pentru ca -1 € Zsi egalitatea (=1)*+3(-1) +2=0

intr-o egalitate adevarata, atunci cand inlocuieste / este adevarata.

necunoscuta. 3 nu este solutie a ecuatiei x?—5x +4 =0 deoarece
32-5.3+4=0.

A rezolva o ecuatie inseamna sa scriem

. » - Multimea solutiilor ecuatiei x* - 4 = 0 este S ={-2; 2}.
multimea tuturor solutiilor ecuatiei. ’

Formulele de calcul prescurtat ne ajuta sa rezolvam rapid diferite ecuatii.

® ® © = > Rezolvdm situatia-problem

Aplicdm o formula de calcul prescurtat si ecuatia devine: x? + 2x + 1 —x2— 7 =0, iar apoi obtinem
2x -6 =0.Rezultd 2x=6 si x=3.

Interpreteaza situatia obtinuta in contextul fiecarei probleme si verifica daca ( Gandim critic
aceasta satisface datele.

si constructiv!

Am vézut ca ecuatia (x +1)2-x2=7 este reductibila la o ecuatie de forma ax + b =0.
Nu orice ecuatie se poate reduce imediat la forma ax+b=0, cu a,b € R.
De exemplu, ecuatia x? - 2x = 0 nu are aceasta proprietate. Pentru rezolvarea sa, putem utiliza:

Regula produsului nul

Un produs este nul dacd cel putin un factor al scu este nul.
Altfel spus: a - b =0 daca sinumaidaca a =0 sau b=0.
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Cuvantul ,sau” defineste o operatie similara reuniunii multimilor, deoarece expresia , x € A sau x€ B “
inseamna , x € A U B" Ca urmare, ecuatia x> -2x =0, x € R se poate rezolva astfel:

Cum gandim
© Descompunem in factori membrul stang.

Cum scriem
x(x-2)=0

@®Produsul a doua numere reale este egal cu 0 dacd unul din numereeste0. x=0 sau x—2=0

© Rezolvam fiecare ecuatie in parte.
O Reunim multimile de solutii.

o0 > Probleme propuse

x=0sau x=2
S={0} U {2}, deci S={0;2}

*

1. Precizeaza coeficientul necunoscutei de
gradul al ll-lea, al termenului de gradul |,
termenul liber si multimea de definitie pentru:

3x2-5x+4=0,x€R;

x’-75x+2=0,x€Z;

xz—x+\/_:0,xe(0;+00);

X2+5x=0; x*++/7 =0; x2-+/7 =0.
2. Scrie cate doua ecuatii diferite de forma

ax?+ bx + c¢=0,unde a, b, ¢ € R stiind ca:

a)a=2sic=-5 b)a=7§ic=—\/§

a=-3 sib=-+3 d)b=-3 sic=-+5
3. Verifica daca numerele 2 si -3 sunt solutii ale

ecuatiilor: a)x?—5x+6=0; b)x*-5x-6=0;

) x*-9=0;, d)x*+6 =0.

4. Rezolva ecuatiile:

a)3x=-6; d)1,2=04z; g)-9=3p;

b) 05x=2; =€) 0-z=-1; h)3p=0.

Al1=v2-y; f)0-t=0; i) -3p=0.
5. Rezolva ecuatiile:

a)1-2x=0; e)0.-y-2=0;

b) 2x+1=0; f) V2 -z-1=0;

)4y +12=0; g 0-z4+2=0;

d) -12y+4=0; h)-3z++2 =0.
6. Rezolva ecuatiile:

a)3x-1+1=2x+2;

p) B2 _T-x. o x 1, x.

5 2 2 4 3

d) 02+1=2+x; e) V2-x+3=1-+2.

* &k

7. Alege raspunsul corect.
Multimea solutiilor ecuatiei este:

a)5x2-7x=0

o g e o <l

1
8. Determing x din ecuatia 1,(3)+x = 2xt 1.

9. Stabileste daca rezolvdrile urmatoare sunt
corecte. Daca nu, gaseste greseala.

a) x2-7x=0 |:x b) x-2)?°=4

x-7=0 X-2=2 sau x-2=-2
b)3(0+2)-y(y+2)=0 x=7 x=4 sau x=0
A.{-2;3}; B.{1;-2};, c.{-1;-2} S={7}. S={0; 4}.
kK

10. Rezolva ecuatiile urmatoare:
a) x(x-2)-x*=4;
b) (1-))>=)"+2;
¢ 222+ 5=zQ2z +1);
d) > +x=x(x+2)-x;

[ X) > Alege si rezolva in 5 minute!

Rezolva ecuatia in R:

; 3x+5=7x-12

2.9. Ecuatii de forma ax*+ bx + ¢ = 0, unde a, b, c sunt numere reale, a # 0

e) x+MNx-2)-x(x-1)=0
f) - +1) =2 -1)
g) 0,25x* +x =(0,5x - 1)%
h) y+2)-yy-1=3;

(z+1)?-36=0

i) 2z-1)?%=z(4z+1);
) (V2+x)?=x+1;
k) (x+2)2=x*+1;

) x*=(x-3)%

(3x-22=8-12x
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Rezolvarea ecuatiilor de forma ax?>+bx +c=0,
unde a, b, ¢ sunt numerereale, a 0

° > O situatie-problema

O gradina de formé dreptunghiulard cu aria de 96 m? era
imprejmuita cu un gard de sarma cu perimetrul de 40 m. Intrucat pe
trei laturi ale gradinii vor fi alte constructii, pe o singura laturd se va
ridica un gard nou. Ce lungime ar trebui sa aiba acest gard?

Notam cu x lungimea cautata. Din datele problemei, obtinem ecuatia
x(20 -x) =96 echivalenticu x?-20x+96=0.

m))/ Cum rezolvam ecuatiile de forma ax?+ bx + ¢=0,unde a,b, c E R, a # 0?

Metoda de rezolvare a unei ecuatii de forma ax?+ bx + ¢ =0 depinde de valorile coeficientilor ecuatiei.

=~ 1. Cum rezolvdam ecuatia de forma ax?+ bx + c=0,unde a,b,c€ER, a+0
in cazuri particulare?

In functie de coeficientii a, b, ¢, putem avea urmatoarele cazuri:

Exemple:
Cazul1.h=c=0 J2x2=0
Avem ax*=0 ,
x2=0 x*=0
x=0; S={0}. x=0, S={0}.
Cazul2.h#0,c=0
Avem ax*+ bx =0 -4x2+8x=0
Dam factor comun si obtinem x(ax + b) =0 -4x(x-2)=0
Conform regulii produsului nul,avem x =0sau ax +b=0 -4x=0 sau x-2=0
Rezolvam ecuatia ax+b =0 Obtinem:

x=0 sau x=2,

ax=-b | :a
Q b S={o,2}.
xX=-—

a
. . - b
Multimea solutiilor ecuatiei date este S = {0; ——} .

a
Cazul3.5=0,c #0 a) —4x?- 9 =0 nu are solutii reale pentru
. Avemax?’+c=0 | :a cad-4x*-9<0,oricarearfi x ER.
2, C _ 9
¥Ao=0 b) 4x’+9=0 & ¥ -—=0 <
. C > > C . 3 3
Dacéd — >0, cum x?>0,avem x? +— > 0, oricare ar fi PN [x__j(x+_] PN
a a
x € R, deci ecuatia nu are solutii reale.
. C . 9 c < x——=0
Daca —<0,atunci x” —| —— =0 2
a a
Notam /s =—— siobtinem ecuatiax*-/h=0 sau x+-=0 <
a

Descompunem in factori: (x— h)(x+\/2) =0
De aici rezulta (x—\/Z)ZO sau (x+\/Z):0 3
Obtinem x=+h sau x=—Vh (:)xu:iz,

In concluzie, multimea solutiilor ecuatiei este § = {_\/Z; \/Z} 3
Scriem pe scurt S'= {i\/ﬁ} . S = {i_}
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- 2. Cum rezolvdam ecuatia de forma ax?+ bx + c=0,unde a,b,c€R, a+0

in cazul general?

xX2+6x+1=0
\
xX’+2-3x+9-8=0

(x+3)2—(\/§)2 =0
(x+3+2\/§)(x+3—2\/§)=0

X =-3-242 sau x, =-3+2.2
§={-3-22; -3+2V2]

In rezolvarea ecuatiei x2+6x+1=0

am exprimat membrul | ca o diferenta de patrate.
Am obtinut doua solutii reale.

xX>+6x+10=0

xX2+2:3x+9+1=0

(x+3)2+1=0
(x + 3)? = 0 pentru orice x € R
(x+3)2+1=>1>0pentruoricex ER

Deci ecuatia nu are solutii reale.

in rezolvarea ecuatiei x2+6x+10=0
am exprimat membrul | ca o sumd de patrate.
Multimea solutiilor este vida.

Pentru a rezolva o ecuatie de tipul ax? + bx + ¢ = 0, cdutdm s obtinem o diferentd de pétrate.

ax*+bx+c=0 |:a, a#0

b ¢
X +ox+—=0
a a

2 2
[ YL AL A N A
2a  4a®) 4a® «a

( b jz b% —4ac
x+—| ———=0
2a 4q?

Descompunem in factori:

b b% —4ac b \/b2—4ac
xt————— || x+—+——|=0
2a 2a 2a 2a
Deci
b—+b* —4ac b+\/b2—4ac
xt———— || x+———— |=0
2a 2a
De unde rezulta:
—b+b* —4ac —b—+b% —4ac
X = Si Xy =——""—
2a 2a

® ® © = > Rezolvam situatia-problema

Evidentiem o diferenta de patrate:
X*-20x+96=0 & x*-2-10x+96=0 &

adica (x-12)(x-8)=0.

2.10. Rezolvarea ecuatiilor de forma ax*+ bx + ¢ =0, unde a, b, ¢ sunt numere reale, a =0

S x2-2-10x+100-4=0 & (x-10)2-4=0.
Descompunem in factori si obtinem (x-10-2)(x-10+2)=0,

Exemplu:
2x*+x-3=0 |:2
2 2
NP LIV LN
4 16 16 2

9%6m? (20-Xx

Rezultd x, =12, x, = 8. Noul gard va masura 12 m sau 8 m, in functie de latura pe care va fi construit.
Verificim: Aria=12-8 = 96 (m?), perimetrul =40 m.
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o0 > Evaluam nivelul de baza
Rezolva ecuatiile prin descompunere in factori: a) x2=2; b) x2-2x=0; ¢) x>-2x-2=0.

o0 > Probleme propuse

*

1. Completeaza tabelul urmator:

Coeficientul  Coeficientul
Ecuatia termenuluide  termenului Termenul
’ gradulalIllea  degradull  lIber
2x2+3x-1=0
-2x+3=0
2 1 3
3x2+x=-1

2. Stabileste multimile de solutii ale ecuatiilor:
a)2x? -

b)x>-5=0,x€ER; d)6x-4x>=0,x ER.

* K

4x=0,xER;c) x’-5x+6=0,x ER;

3. Rezolva ecuatiile prin descompunere in factori.
a)x’-2x-1=0,xER; d)3x* +x-2=0,xER;
b)-2x*+x+3=0,x€ER; e)x’-4=0,x€R;
2’ -4x+2=0,xER; f)2xr* +3x=0,xER,

4. Rezolva ecuatiile prin descompunere in factori.
a)x’-1=x+3,xER;
b)2(x+1)-x(x+1)=0,x€ER; @
x’-6x+9=4x€R;

d) X% -1 _x-1 1 xER:
2 3
e)1 —(x—2)2=0,xE]R.

5. Alege raspunsul corect:
a) Multimea solutiilor ecuatiei x? - 7x +10=0,
xeR este: A){2} B){5} C){2;5} D)@.
b) Numarul de solutii reale ale ecuatiei

1
X +x+ 2 =0,x € R, este:
A)0O B)1 «C)2 D)3
¢) Ecuatia3x’-x+2=0,x € R, are:
A) o singura solutie realg;
B) doua solutii reale;
C) o infinitate de solutii reale;
D) multimea solutiilor reale vida.

6. a) Scrie o ecuatie de forma x>+ bx+1=0 care
are solutia 3.
b) Scrie o ecuatie de forma (x-a)(x-b) =

1 2
care are multimea solutiilor S = {5, g} .

c) Scrie o ecuatie de forma x?-a =0, care are

. . 11
multimea solutiilor S =4——; —¢.
2 2
7. Lungimea laturii unui patrat se mareste cu
7 cm si se obtine un patrat cu aria de 100 cm?.

Care este lungimea laturii patratului initial?

d)x(x+3)-1=x>+3x,xER.
9. Calculeaza a—% dacad a*+3a+2=0.

10. Rezolva ecuatiile: a)0,25x?+x-1=0,x€R;
b) x* +x\/§—1 =0,xeR.

* ok Kk

* %Kk
8. Rezolva urmatoarele ecuatii: 11. Calculeaza lungimea laturilor
alx+1)°+x+2*=x+3)3xER; triunghiului dreptunghic
b)(x+Nx-1)=2,xER: din figura alaturata. X+ 2x
X2+ 1+4x=2x,xER; 12. Determina lungimea laturii

AB a trlunghlulw din figura.

o0 > Alege si rezolvd in 5 minute!

Rezolva ecuatia in R
x?-4x+4=0.

13. Determina g, stiind cd ecuatia (a*-1)x-a =0, x € R are solutia 2.

14. Aratd ca, dacd a, b, ¢ sunt numere intregi impare, ecuatia ax? + bx + ¢ =0 nu poate avea solutii rationale.

Rezolvd ecuatiain R

2 5
Rezolvéecua'giainRx2—7x+%=0. (x-2) _2x+Z:O'
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o0 > Recapituldm prin prob

*

1. Asociaza fiecdrei ecuatii din coloana A
solutia ei, din coloana B.

A | B
2x-6 =0 1
-2x+4 =0 §
2x- 4 =0| 4

2. Efectueaza:
a) 2x+3y-x+7y;
o) (9x%): (3x%);

* %

b) (3x) - (7x%y);
d) (6x%)>.

3. Scrie multimile de solutii ale ecuatiilor:

a) 4x=16; e) 04x-1,6=0;

b) -4x=38; f) -0,4x +0,8=0;

c) 4x=2; g) 3x+1)=x+3;
d) -4x=-1; h) 3(2x-1)=6x-3.

4. Aproximeaza prin rotunjire la ordinul sutimilor

solutiile ecuatiilor:
c) x+J_ = \/g;

a) 3x=5;
b) x+2 =/6; d) 2x- /3 = /5.

5. Efectueaza:
a) (8x)%) : (2xy);
b) (10abcxd) : (2,5abcd);
c) (18x%%2) : (2,7x%?);
d) (V10 a*b*c3d) : (\/8 a®b).
6. Efectueaza:
a) Bx%)*%;
) (0,5x%y%2)3
7. Efectueaza:
a) 2x(3x - 2y);
b) —ax*2a?+x - 1);
o) (6ab>+ 4abx® - 6 a?bx) : (\/5 abx).
8. Calculeaza:
a)(x -3)(x+9);
b) 2a +5)(3b - 7);
c) (2x2+ 1)(4x* - 2x2+ 1);
d) (9x? + 6xy + 4)9)(3x - 2).
2.8 .8 ¢

b) (-5abc?)?;
d) (—\/5 ashc)*.

9. Calculeaza, folosind formula diferentei de
patrate:
a)(x-1Nx +11); b) (6 + a)(6 - a);
c) 3x -4)(3x + 4); d) (2y* -9)(9 + 2)?);
e) (2 + 5)(5 - x2); f) (\3x - x/_y)(x/_x+\/_y).

10. Descompune in factori, folosind metoda

factorului comun:
a) 9a + 9b;
b) 12a +24b + 12¢;
gad+a’+a;
d) 18x* + 6x%
e) 2tu — 3(tu)? — 4(tu)3;
f) xx+ 1)(x -2) +6(x - 2);
g) 4(x - 5) + 2x(x - 5);
h) 3x(x = /7) + 3x(x +7);
i) (x —2)2-2(x -2);
JE+7)x-2)+(x-3)x -2).

11. Descompune in factori:
a)a*+10a + 25; b) 81 + 18x + x%

12. Alege rdspunsul corect!
Numarul real a pentru care 1 este solutie
a ecuatiei x> — ax + 4 = 8 este:
A)1 B)-3 Qo D) -1.

c)121a?-22a +1; d)a*-2a*+1;
e)3)2-12y+1;  £)0,01x2+0,2x + 1;
g)16-x% h)r- i)a2b* -2 d%
No-(a+1); k) (x -2)* - (x +3)
)(2x-1)2-(x-3)%4 m)64-x*% n))*-256.

13. Descompune in factori:

a) (x?2-1) (x2-4) + 2;

b) 2 +x)(x2+x+1)-2;
c)(a+b32+2a+b)a-b)+
d)3-x)2-2(9-x)+(3+x)%
e)(x+1)2+2(x* -1+ (x-1)%
f)x+2)2+2(x*-4)+ (x-2)%
g)(2x-12+2(4x*- 1)+ (2x + 1)%

14. Descompune prin completare la un patrat:

(a-b)%

)
)?

a)x2+6x-3 b)x2+4x-5
c)3-9x2+6x d)x2+4x+3
e)x’-6x+5 f)x>-2x-3 g)x*+2x*-3
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15. Investigatie

Figura alaturata iti arata o demonstratie
geometrica a formulei: b

(a+b)2=a?+ b?+ 2ab.

o +ZXD

(a-b-c) (a+b)sila-Db)

16. Rezolva ecuatiile urmatoare, descompunand
membrul stang intr-un produs:

a) 2x2-3x=0;, b)x(x-1)-2x-1)=0;

20.

Ce formula de calcul crezi ca este prezentata geometric in figurile de mai jos?
a b c

olm-1-0-m

Determina, prin calcul algebric, formulele pentru a scrie in forma cea mai simpla: (@ - b + ¢)?,

Care numere naturale consecutive au produsul
egal cu 1327

expresii, precum si numerele x corespunzatoare
acestora: a)x’+4x+3; b)x*-4x+3;
ox’+6x+8; d)x*-6x+5; e)x*-2x-3;
f)x2+10x+24; g)x*+2x-8.

24, Determina valorile cele mai mari ale urmdatoarelor
expresii, precum si numerele x corespunzatoare
acestora: a)-x*+2x+4; b)-x*+3x-2;
c-2+x+1;, d)-x*+x-1;, e)-3x>+2x+1;
f) -x*+2x; g) -4x?-2x+ 2.

25. Determina m € R astfel incat ecuatia
X2+ (2m+ 1)x + 1 =0 sa aiba solutia 5

26. Determina m € R astfel incat ecuatia
x?-2x+m =0 sd aiba doua solutii reale

si distincte.

28.

29.

21. Aria fiecarei suprafete colorate in patrate

< 3)P+y?2=0; d) (y+2)°-9=0; este de 12 cm? Determina x si y.

e) z+1)2+4=4 f)8-2(x-1)*=0; 2 2

g) 1-922=0; h) y(v+3)-2(y+3)=0. X
17. Determind numarul m stiind ca ecuatia Y

2 .
-mx=3,x€ER, lutia 2. e

oy X are solutia 22. Determina aria C
18. Determina o ecuatie ax’ + bx + c=0,x ER si perimetrul

care are multimea solutiilor S={1; 2}. triunghiului

; - x+1

19. Determina dimensiunile unui dreptunghi dreptunghic x=1

cu aria de 2,45 m?, care este de 5 ori mai lung alaturat.

decat lat. A 2 B
* kK
23. Determina valorile cele mai mici ale urmatoarelor ~ 27. Rezolva urmatoarele ecuatii:

a)x?-9=0; b) 2x+1)2-25=0;

o (7x+1)P2=(=x+4)% d)x*+23x+22=0;
e)2x2-10x+37=0; f)x*-x+0,25=0;
9)3002+2x+5=0; h)x2+ (/3+/5)x +4/15 =0;
i) x2- (2 +7)x + 247 =0;

JOP+x+1)2=x% k) (2x+2)?=(x+1)%
) x+1)2+ (x +2)2=5x2+ 2(x + 3)%
m)(x-1x+4)-5x+2)x-3)=x+1)2-(x-3)~

Determina m € R astfel incat ecuatia
Xx?+3mx-6m =0 saaiba doua solutii reale egale.

Determina m € R astfel incat ecuatia
mx?-x-1=0 sanu aiba solutii reale.
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Cemé‘fwd'{,at?

Expresii algebrice

!

Operatii cu expresii algebrice

— Adunare <> Scadere

A \

! !

Inmultire [«>{ Impartire

i Y
Ordinea efectuarii operatiilor
Puteri
Reducerea > Formule de calcul prescurtat
—>| termenilor i
asemenea Descompuneri in factori

A

Rezolvarea ecuatiei de gradul al doilea

°0 > Rezolv testele pentru a verifica dacd pot:

® s3 efectuez calcule cu numere reale
reprezentate prin litere

® s3 stabilesc daca un numar real este solutie
a unei ecuatii

® saaplic formule de calcul prescurtat in
expresii algebrice

® sa descriu situatii concrete utilizand expresii
algebrice

® sarezolv exercitii care pun in evidenta
avantajele utilizarii unor formule de calcul
prescurtat

® sarezolv ecuatii de gradul al doilea

Utilizeaza schema de mai sus si adauga in portofoliu elementele esentiale din lectiile unitatii 2, referitoare la

o0 > Testul 1

1.

5.

6.

conceptele mentionate.

Calculeaza si scrie in forma cea mai simpla:
a) (6x3y*) : (3x3); b) (—\/EaSbc)3;
o -ax*(5a® + 2x - 1); d) 3x* - 1)(3x* - x? + 5).

Demonstreaza ca numarul real ! este solutie a
ecuatiei 2x?-5x+2=0.

Alege rdspunsul corect! Dupa efectuarea
calculelor, (1-»)2-(y+ 1)(y-1) =...
A)2-2y B) 2?-2y CO0 D)2-2
Pentru confectionarea S

unei cutii, dintr-o foaie y i L
patrata de tabla cu :

latura de lungime x se

taie, din colturi, patru X -
patrate cu latura de h g
lungime y. Determina

aria tablei ramase.

Demonstreaza ca, impartind orice numar natural
patrat perfect la 8, obtinem restul 0, 1 sau 4.
Rezolva ecuatia x*-10x+ 16=0.

Unitatea de invatare 2: Calcul algebric in R. Operatii cu numere reale reprezentate prin litere. Rezolvdri de ecuatii

4. Pentrurealizarea A

Y > Testul 2

1. Calculeaza si scrie in forma cea mai simpla:
a) (8ab’c?) : (4abc);  b) (1,5x°°2)%
o) 2x(3x -2y);  d) (x*+2xy +4?)(2x - 3y).

2. Determind numarul real a, daca -1 este solutie
aecuatiei x*(a+1)-11=0.

3. Alege raspunsul corect! Dupa efectuarea
calculelor, (1+)2+(y+1)(1-y)=..
A)2+2y B)2)?+2y C)0 D)2+22

unui ornament, a
fost lipit un triunghi

de indltime y pe o X
latura a unui patrat.
Determina aria 7

ornamentului.

Demonstreaza cd, impartind orice numar natural
patrat perfect la 4, obtinem restul 0 sau 1.

6. Rezolvd ecuatia x*-10x+21=0.
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Calcul algebricin R. Fractii algebrice.

Unitatea de invatare Rezolvari de ecuatii

o
Og Proiect: Ecuatis, algoritmi i scheme logice

ax+b=0,xeR

Scop: Veti reali t tinand algoritmi si sch BRSO, [
- Cop. e)lrea 1Za un pOS ercoanan agorl m|§| scheme ax+b—b=—b

logice pentru rezolvarea principalelor tipuri de ecuatii

° Plan de lucru

si inecuatii studiate ax=-b
= Materiale necesare: o coala A3, coli A4, rigla, e Daca a=0, atunci:
creioane colorate, eventual o aplicatie Word o b g { b}
’ a

° Realizarea proiectului a

Lucratiin echipe de trei, patru sau cinci colegi. e Dacd a=05i b=0,atunci S=2.

= Observati schema de mai jos, reprezentand rezolvarea e Daca a=0si b=0,atunci S=IR.
ecuatiei de forma ax + b = 0, studiata in clasa a Vll-a.

= Transpuneti sub forma unei scheme logice tipurile
de ecuatii studiate pe parcursul acestei unitati. START
m Adaugati cate un exemplu de ecuatie pentru cazurile Citesteax+5b=0

mentionate in scheme si rezolvati aceste ecuatii
(in cazul in care admit solutii!)

N2
|Scade b in ambii membri |

= Aplicati pe posterul vostru toate produsele realizate,

inEc)r-o fngniepré cat mai estetica. P @ DA §= {-%}
Pentru inceput: NU
m Urmariti schema logica alaturata. @ DA S=@ }F—(STOP)
m Introduceti date de intrare (adica o ecuatie de forma NU

S=R [—>(STOP)

ax + b = 0) si aplicati pasii algoritmului.
= Faceti acelasi lucru pentru o alta ecuatie.
= Transpuneti intr-o schema logica rezolvarea inecuatiei de forma ax + b <0 (>, <, >).
m Propuneti cate un exemplu pentru fiecare dintre inecuatiile pentru care ati realizat schemele logice.

6 Interactionati in echipa voastra, realizati posterul, apoi prezentati-I in clasa.

) Autoevaluare

v/ Rezolva problemele si alege raspunsurile corecte, pentru a verifica ce stii la inceput de unitate de invatare.

1. Valoarea numerica a expresiei algebrice C) 9x2—12x + 4; D) 9x>— 4.
E(x) =x*+2x* - 3x — 4, pentru x =1, este 5. Dupa reducerea termenilor asemenea, expresia
A)1 B) -4 Q) -2 D)0 E(x)=2x?+8x+9—-2x?—6x-9 devine
2.1n expresia 5x%%z + 20x*)2 — 15x%)°z, A) E(x) =14x; B) E(x) = —4x%;
factorul comun este C) E(x) = 2x; D) E(x)=0.
A)5xz  B)Xx)yz C) 10x»? D) 5x%? 6. Rezultatul calculului 3x(x + 1) = x(3x — 1) este:
3. Calculand (2x — 3)(2x + 3), se obtine A) 2x B)ox?+x C)4x D) 9x?-x
A)4x*-3; B)4x?+9; C)4x>—-6; D)4x*—-9. 7.inecuatia 5x> - 3x-1,5=0, termenul liber este:
4. Calculand (3x — 2)?% se obtine A) 1,5 B)-1,5 Q5 D) -3
A) 9x? + 4; B) 9x?— 6x + 4; 8. Multimea solutiilor ecuatiei x> — 5x +4 =0 este:

A){-1;5} B){1;4} Q{1;-4} D){-1;4}
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Ce stiu deja? Verific!
Test initial de (auto)evaluare Timp de lucru: 45 minute

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni si rezultate necesare pentru parcurgerea acestei
Unitati de invatare. Fiecare problema propusa valoreaza 1 punct. Se acorda 1 punct din oficiu.

|. Scrie pe foaia de rezolvare cuvintele sau rezultatele care, inscrise in spatiile punctate, formeazd enunturi
adevdrate.

Patratul unui 1.Numerele reale al caror patrat este 9 sunt ...
numar real

Operatii cu 2. Rezultatul calculului (-3 + 1) - (-5)? este ...
numere intregi

Operatii cu 3. Patratul numarului (3,2-0,1) : 3 este ...
numere rationale

Il. Scrie pe foaia de rezolvare litera corespunzdtoare rdspunsului corect pentru urmdtoarele exercitii:

4.Numarul \/72 este egal cu:

numar real A.6; B.-62; C.642; D.64/3.
5.Solutia ecuatiei 2x - 11 =0 este:

il )~ A.5,5; B.-5; C. 6,5; D.-5,5.

Red
t:rn:]:::liar 6.Forma cea mai simpla a expresiei 2(0,5x-3y)-3(x- 2y) este:

asemenea A.-2x +12y; B. -2x; C.—x+ 12y, D.2x +12y.

ll. Scrie rezolvdrile complete ale exercitiilor urmdtoare:

Valoarea unei 7.Determina valoarea expresiei

.o .

Igeb 1
Sl ket E(x)=3(x=1) +(x-3v2)(x+3v2) - (3x~2)" pentru x=—.
Reducerea unei 8. Calculeaza si scrie in forma cea mai simpla
expresii la forma a)Ex)=2x—3)>—(x+3)(x—-3);
cea mai simpla b) E(x) = (2x - 5) (2x + 51) — (2x — 5).
Descompuneti 9. Descompune in factori:
in factori a) 3a®b — 6a*b* + 3ab®
b)ab+a+b+1
c)x*—-25

d) x*—y?—2x—4y - 3.

Dacd ai obtinut mai putin de jumdtate din punctaj la acest test, este util s revezi definitiile si proprietatile conceptelor
mentionate mai sus, pentru a intelege mai bine ceea ce urmeazd.
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Fractii algebrice. Amplificarea si simplificarea
fractiilor algebrice

o0 > O situatie-problema

Ema avea o ciocolata pe care a decis s-o imparta colegilor. Ea a impartit tableta de ciocolata in 24 de parti
egale, apoi s-a gandit ca nu sunt destule bucati si a mai impartit fiecare bucata obtinuta in cate 2 bucati.
Tic a venit si a luat 18 bucati mici. Ce parte din intreaga ciocolata a luat Tic?

m))/ Cum scriem rapoarte in forma cea mai simpla?

- 1. Ceintelegem prin rapoarte (fractii) algebrice?
o0

> Sd compardm

2.5-1  2.10°-1  2J5-1 2x—=1 2 3xy-—1

; yaut sunt rapoarte ; ;
3.5 3-10 35 3x | x—1 xy
numerice sau fractii. Valorile lor se pot determina = algebrice. Atribuind variabilelor valori numerice care
prin impartirea numaratorului la numitor. nu anuleaza numitorul, obtinem fractii.

Stim cd impadrtirea la 0 nu are sens. Atunci, cum proceddm cu fractiile algebrice care au necunoscute la

sunt rapoarte sau fractii

numitori? Trebuie sd ne asigurdm cd acesti numitori sunt nenuli. De exemplu, in cazul fractiei algebrice

nu putem determina valoarea pentru x=1. x—1
Definim: Exemple:

Multimea de definitie a unei fractii algebrice este multimea

pentru care se poate calcula valoarea numericd afractiei algebrice.

Pentru fractia algebrica L , multimea
de definitie este R\ {1}. *—1

Daca o valoare numerica atribuita variabilei anuleaza numitorul
unei fractii algebrice, spunem ca fractia nu are sens sau nu
este definita pentru acea valoare.

nu este definita

Fractia algebrica
pentrux=1. x—1

2 . .
Avem —— = numaidaca x = 1.

x—1 3x-3
Daca x = 1, egalitatea nu are sens.

Putem defini egalitatea a doua rapoarte algebrice numai
pentru acele valori ale variabilelor care nu anuleaza numitorii.

Pentru a determina multimea de definitie a unei fractii algebrice procedam astfel:

Tehnica de calcul Exemplu: x
1. Rezolvam ecuatia numitor = 0. Fie E(x)= .Avem 4+x=0
4+x x=-4
2. Elimindm din R solutiile acestei ecuatii. E(x) este definitd pe multimea R \ {-4}.
= 2. Cum efectuam amplificarea unei fractii algebrice?
Fractie numerica Fractie algebricd
2 2.3 6 Este necesar sa precizam multimea de definitie pentru care egalitatea are sens.
—_—=—=— 1) x(x+1) x2+x
3 5.3 15 Y - R\{-1 1
x=1  (x+1)(x=1) x2-1 X ERAET
= 3. Cum efectuam simplificarea unei fractii algebrice?
Fractie numerica Fractie algebricd
ﬁ 1 2 12:3 4 Este necesar sa precizam multimea de definitie pentru care egalitatea are sens.
—— —— Fractia (x-1
2-_2x+1  (x-—1 -1
2b7 27:3 % bil3 al . T ( ) _ , pentrux € R\{-1;+1}.Fractia obtinutd este
obtinuta este ireductibila. x* =1 (x=1)(x+ 1) x+1 jreductibili (nu se mai poate simplifica).
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[ > Rezolvam situatia-problema

Notam cu p aria unei bucati de ciocolata dupa prima diviziune facuta de Ema si cu s aria obtinuta
18s 3-s 3

24.2¢ 8.5 8

dupa a doua diviziune. Avem p = 2s. Partea luata de Tic reprezinta:

° > Descoperd greseala

2
. « X"+ 2x
Profesorul le-a cerut elevilor sa simplifice fractia

,unde x € R\{-2;0; 2}. lata cum au procedat ei:

x* —4x
Tic Dan
1 1
1/+%: 141 2 X +2x :1X(x+2) _ oxF2
T a2 Foa () ()2 e

Rezultatele obtinute sunt diferite. Care dintre elevi a gresit? Atentie! Numai factorii se pot simplifica!

Folosim amplificarea pentru a rationaliza 2+\/5)5 _ 5(2"'\/3) _5(2"'\/5)_ NE)
numitorul unei fractii. 2-3 _(2_\/5)(2+\/§)_ 4-3 (2+ 3)
Rationalizeaza numitorii urmatoarelor fractii:

B B e - N e ¢ IS W 74 o N VA

52 (V5-2)(Ws2) 3 7B (V7-B)WTHB) 4

1T B B4 1 -2 52

3. = = 4, = = =+5-2
B-1 (V3-1)WB+n 2 V542 (V5+2)(V5-2) T
O - . . i Gandim critic
De ce este necesar sd rationalizam numitorul unei fractii? si constructiv!
o0 > Probleme propuse
*
1. Determina multimea de definitie a fiecarei fractii: 3. Pentru x # 0 six # 2, amplifica rapoartele cu x - 2:
2 7—x 4 — x? - 2 2_4 -1
Alx) = ; B(x) = ; Clx) = . a) X 2; b) s co sod) 22—
x—3 7+x 4+ x? X x—2 x2 x—2
2. Rationalizeaza numitorii: 4. Pentru x apartinand multimii de definitie
a fiecarei fractii algebrice, simplifica:
— 3 -5 1 1 ; ’
) \/\/__ ? \/\/: 7 \/, N a) x+2.b) 3x+x2_c) 4x2—1.d) 6x+3
75 2433 3-1 -4 9 “ex—3 T _3
*k
Alege rdspunsul corect! -1
5. Pentru x2+x =1 valoarea raportului 6. Pentrux # -1, raportul ————— devine,
X4 +2x3 + x2 § prin simplificare: x4+ 2x+1
Tox2ior este egala cu: 1 o1 T 1
X2 +2x : A) - B)— O~ D) —.
A)1,5 B) 0,6 C)0,5 D) -5 2x+1 x+1 x—1
o0 > Alege si rezolva in 5 minute!
Scrie in forma ireductibila:
2
? o 3 2x+13 ?S' o . 3x?+6x+3 _3x"+16x+13
-1 a) = implificy: 22 =272, E(x)=
Amplifica cu 2x - 1: a) = b) . p 3,3 ( ) 2_4r_5

X
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Adunarea si scaderea fractiilor algebrice

o0 > O situatie-problema

La Targul de carte, editurile ofera reduceri de pret. Liza a cumpdrat o carte cu 20% reducere si o alta cu
30% reducere. Apoi s-a gandit ca prietena ei ar dori si ea sa citeasca aceste carti si si-a propus sa i le ofere
cadou. A doua zi cand a venit din nou la targ, a constatat ca prima carte avea pretul redus la jumatate, iar
pentru a doua, reducerea era de numai 15%. Stiind ca pretul initial al ambelor carti era acelasi, ce procent
din pretul cartilor a economisit Liza a doua zi?

M))/ Cum efectuam adunari si scaderi cu fractii algebrice?

Stim sa efectuam adunari cu Folosim aceleasi reguli pentru a efectua adunari si scaderi cu
rapoarte (fractii) numerice. rapoarte (fractii) algebrice.

1)_1 2)_5:1+2'5:D 1 +x_1)3 _1+3x-3_ 3x-2 xeR\{-1;1}

6 3 6 6 x2-1  x+1 x? -1 x? -1

7y 34 :7.2_3.4_ 2 x—2)3 x+1)4 —v-10

, xeR\ {-1;1;2}

15 35 3.5.7 105 ¥-1 ¥ -3x+2 (¥ -1)(x-2)

'Y > Generalizdm

Pentr.l.J adunarea} sau scaderea Exemple: —x 2x  1+2x 6(1-x)+2x _(1 +2x)
fractiilor algebrice se parcurg, a) + - = =
in general, urmatoarele etape: 6x 6t 23 2 gx 93?8t 56x .
1. Se descompun in factori numitorii. = o 6x r_2X 5 i , X€R
2. Se stabileste numitorul comun. X 1 * 14 x *
6 3. Se amplifica fiecare raport b) > 7—2 + oy =
pentru a obtine acelasi numitor. * ‘:‘ 72)2)" B
4. Se aduné (scad) numaratorii B x (x+2)(x-2))y gy
si se scrie numitorul comun. O x+2 x—2 (x—2)2 -
5. Se identifica multimea in care ) 5 )
toate rapoartele au sens. _ (¥ —4x+4)-(x*—4)+ f +2+x"+2x
6. Se efectueaza eventualele (x+2)(x-2)

simplificari. _ X AATIE R\ £-2;2)
(x+2)(x-2)

® ® © = > Evaludm nivelul de baza
Pentru x apartinand multimii de definitie a fiecarui raport, determina numitorul comun si efectueaza adunarea:
5 . x x+1 . x 3 x . 3
a) si ; b) — si 15

S ; S ; ) —— si ; d) S .
2x—-1" 2x+1 X 2x+1 y=1 1=y x=2  x*-4

L X > Probleme propuse
*

1. Efectueaza si scrie in forma cea mai simpla (stiind ca x apartine multimii de definitie a fiecarei fractii):

? 2-3
a) 243, b)—ﬁ+\6; 0+ 1 d 23x + 23 ;e S
B 2 z+3 z-3 X +x X +x x’=2x x*-2x
) 3001 1 1

____g)1+1_h . . 2x+1_4.j)3_7+20x—4
14 10" 7 50 757 x=5 S5x—x2  xX*—2x+1 x*—1" 7 1-2x 1+2x 4x -1
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2. Pentru x apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii, efectueaza adunarile:

1 b 1 1 X 2 1
a) + ; b) —+——; o = +— + .
3x-1 3x+1 y+1 y =1 x -4 x"+4x+4 x+2
* %
3. Procedeaza ca in exemplu pentru a rationaliza numitorul fiecdrei fractii, apoi efectueaza adunarea.
Exemplu: 2 14

s aeh) ) g s R CENANPENCE
1

2—\/52(2—\6)(2+ﬁ) 4-3 b) L
27+3V3 5J2-15°

4. Calculeaza si scrie in forma cea mai simpla, stiind ca numitorii sunt nenuli, iar a >0, b > 0.
1 1 1 1 1 1

a) + i b) + ;) + .
Va+b a—b a+vb  a-+b Ja+b Ja-b
* kK
5. Efectueaza operatiile dupa ce scrii multimile in care rapoartele sunt definite.
2
_ _ 1
22,5 xopy 2oy w2 1y 1—(24—1)+1;d)2‘/§+ .
8x 2x 4 x—x" x —-2x+1 1-x x—2 \x-4 2—x x° -3 x+\/§
6. Calculeaza:
7 6 11 6 3 1 1
) + ;b) - ;0 + + .
J8+1 11445 3V2+47 3W7+543 2-43 2/5-32 2J/5+3\2
* kK
7. Simplifica, dupa ce ai pus conditiile necesare asupra numitorilor:
3,2 3,2
23 4%+ x—1 - 2% _4x—6 - (x +Xx +x—1)(x +Xx +x—4)+2 0
2x° +3x2 +3x+1' x*—x*—5x-3" (x3+x2+x—2)(x3+x2+x—4)+1'

8. Alege rdspunsul corect! Suma inverselor numerelor /2 +1, J3+42, 2+4/3, este:
Al Bl o1 B2
2 3

1

1 1
9. Calculeaza: + +ot——
L2+ B2 J100 ++/99
243 +\/2—J§

10. a) Arata ca numarul

\/2—\/§ 2+\/§
1+J§+1—J§+2+J§+2—J§
2-3 2443 3-J5 3+45

Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

Pentru x apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii, scrie in forma cea mai simpla:

1 _(x—Z_x+2j
o 2x+1 4 vl \2—x ¥

X2 —2x+1 x*—-1

este natural;

b) Arata ca numarul este numar rational.

3.2. Adunarea si scaderea fractiilor algebrice 69



Inmultirea, impartirea si ridicarea la putere
a fractiilor algebrice

o0 > O situatie-problema

Stim sa efectuam operatii cu
rapoarte (fractii) numerice.

25 2.5 10
37 3.7 21
211 2 93 6
39 F 11 1N
P28
T 55125

Pentru inmultirea fractiilor
algebrice se parcurg, in
general, urmatoarele etape:

1. Se descompun in factori
numaratorii si numitorii.

2. Se fixeaza multimea in care

toate rapoartele au sens.

. Se efectueaza eventualele
simplificari.

4. Se inmultesc numaratorii

intre ei si numitorii intre ei.

Pentru impartirea a

doua fractii algebrice se
inmulteste primul raport cu
inversul celui de-al doilea.

Ridicarea la putere a unei
fractii algebrice se face ca
si ridicarea la putere a unui
raport numeric.

70

Care este pretul initial al unui obiect daca, dupa o scumpire cu 10%, urmata de o ieftinire cu 10%,
obiectul costd 5 940 lei? Nu cunoastem pretul initial, pe care il putem nota cu x.
Avem x - 110% - 90% = 5940. Pentru a afla necunoscuta, trebuie sa efectudm inmultiri si impartiri.

m))/ Cum efectuam operatii cu fractii algebrice?

Folosim aceleasi reguli pentru a efectua operatii cu rapoarte
(fractii) algebrice.

2x+1 x-3 _(2x+1)(x-3) 2x?-5x-3 YR\ {0; 1)

x-1 x (x=1)-x 2-x ’
1

x—'I_(x—'I)z:x/'I. x? _ X , xeR\ {0; 1}

x x3 X (_1)Z x—1

) x —2x+1 XER\{ 1}
(x 1)2 x24+2x+1
+1

(x_1j2 (x+71) x +2x+1 yeR\ {-1;1}
x+1 (x 1)

x2 =2x+1

o0 > Generalizam

Exemple: ) x* 30 x* 30 2% xeR1{-2;0}
5x+10 3x 5(x+2) 3x  x+2
b) 16x° —8x+1 x> —x _(4x—1)2' x(x-1)

4x*—4x 1631 4x(x—1) (4x—1)(4x+1)

)
:—4x—1 ,xeR\{—l;O;lﬂ}
4(4x+1) 4 4

a9 x2—7x+6‘x+6:(x—1)()€—6) x+6
x2-36 1-x? (x—6) x+6) (1—x)(1+x)
1
=) RV-6;-1;1; 6.
x+1 re { }
Exemplu:  (5x+1) =1 25x2 +20x+4 5x(5x+2) (x-2)°
2x—x2  x2—4x+4 x(2—x) (5x+2)2
:M,xeR\{—z;O;Z}
5x+2 5

Exemplu: [ﬁ_ﬂjz 2(3—sz _ (3—36)2 _ (33—96)2  xeR1{0}

x 3 3x ( 3 x)z 9x?
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o0 > Rezolvam situatia-problema

11
Avem x- % %—5940 Obtinem x = 6000. Deci obiectul a avut pretul initial de 6 000 lei.

( X > Probleme propuse

*

1. Pentru variabilele apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii, calculeaza:

2 10) 9 4 2 39 3 2
a2 gl )—x(——j x ) 22 )——xf)[xj g)(3xj-18x

14 9 5 8x 5 3x2) 4 535 1421 5y 10y ) "25)3°
* %
2. Pentru variabilele apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii, efectueaza inmultirile:
o1 x-1 6 -4 - - _ _
a) al b)w. X ;c)_.—z._z;d)xz 4 2x 1 .e\x 8x+7 1-x ,
4x+8 3x' 2 216 2 (x-1)° x -1 X 4+2x X -2x+1 49—
_ 2 2 _6 5 _2 2 2
3x+3 . 34x 24x (95" +9x); 9) y Sy(y );h) 25x 210x+1_ L
6x°—12x" x*+3x"—x-3 y2—-5y+6 4y 10x° —2x  25x° -1

3. Pentru variabilele apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii, efectueaza impartirile:
452 2_ _9y?
RN ;b)(x2+lj:(x+l—1j;c) 5x° 1 NSx+1 37 +2x-1  1-9x

x+1 x2 -1 x X 5x2—2\/§x+1'5x—\/§’ ¥ -1 T xt42x? +1
x2—-2x 8x*-16x x* +2x X% +2x+1 1 yHy [yl 3
e) : ;) . g) = .
x2+4x+4 5x+10 (x2_1) 1 Cxt a2 —2x x+2 4y+4° y 2y-2

* ok ke

4. Pentru x apartinand multimii de definitie a fiecdrei fractii, efectueaza:

x+1 x2—4 4 4 x2+8x+16 X x+1 10x+6
a) —3x- : i b) - . ;C) - : ;

x—2 x*+3x+2 4-x 4+x) x2-16 x—3 x+3)x2—4x+3
d) ¥ —4x+3 x*-16 x> —8x+15

x*—5x+4 (x—3)2 X’ —4x+4
5. Pentru x apartinand multimii de definitie a fiecarei fractii, efectueaza calculele:

1 1 9x* —1 1 1
a) ltx _1-x. 29x2 . ) 3x=2 3x+2

1 1 9x° —6x+1 4

— 1+

T-x T+x 9x* —18x° +9x7 9x2 -4

1. 8.8 8 ¢ N N
6. Aratd cd, dacd a, b, ce R*sia + b + ¢ =0, atunci l+l+l=_w.
a b c 2abc

[ X) > Alege si rezolva in 5 minute!

Pentru variabilele apartinand multimii de definitie a fiecdrei fractii, scrie in forma cea mai simpla:

10x%)3 6 2x+8  x 2x-4 x*-4x+4
4x 27 2 x2-16 x+3  x2-9
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Expresii algebrice rationale.
Ordinea efectuarii operatiilor

o0 > O situatie-problema

Mati sustine ca poate ghici rezultatul unor calcule facute cu numere necunoscute. Pentru a demonstra
afirmatia, el i-a spus Lizei: ,Sa zicem ca ai 0 anumita suma de bani. imprumuti de la banca inca atata

si castigi la loto 200 000 lei. Pierzi jumatate din suma totald, apoi trebuie sa inapoiezi la banca imprumutul
si dobanda aferenta de 80000 lei. Ti-au rdmas 20 000 lei.” Cum a calculat Mati?

M))/ Cum aplicam ordinea efectuarii operatiilor in calcule cu fractii algebrice?

M))/ Fractiile algebrice legate intre ele prin operatii de adunare, scadere, inmultire,

impartire sau ridicare la putere formeaza expresii algebrice rationale.

X +1 b

Exemplu: E(x) = este o expresie algebrica rationala.

X x—=1 x+1
Ordinea efectuarii operatiilor cu expresii algebrice rationale este cea de la operatiile cu numere
ﬁ reale. Trebuie sa avem grija sa eliminam acele valori ale variabilelor pentru care expresia nu este
definitd. Aceasta se realizeaza punand conditia ca toti numitorii sa fie nenuli.
Calculul algebric ne ajuta sa optimizam rezultatele. De aceea, cdutam sa aducem expresiile
algebrice la forma cea mai simpla efectuand toate calculele si simplificarile posibile.

'Y > Probleme rezolvate

a) Descompune in factori expresia algebrica E(x; y) =x* +xy - 2)°.

b) Determina forma cea mai simpla a expresiei rationale:

Py 2 1 2 ) «x X x*
(x;y)= xz_y2+x+y+y—x ' x+2y_x—yer2+xy—2y2

c) Precizeaza numerele intregi a pentru care F(2; a) € Z.

Rezolvare: a) E(x;y) =x"+xy—-2)" =x*+ 2xy - xy - 21* = x(x + 2)) - p(x + 2)) = (x + 2))(x - )).

b) Efectuam operatiile:

F(x 2x S k| x+y)) . =) x x+2y) x X2
)= -n)(xry) wty () a2y xoy (r2)(x-9))

:2x+(x—y)—2x—2y.x(x—y)—x(x+2y)+x2 3 x-3y (x+2y)(x—y) xX+2y

(x—y)(x+y) . (x+2y)(x—y) (x—y)(x+y) x(x—3y) x(x+y)'

x+2y
x(x+y)
— 1
F(2;a): 2+2da = 1+a = 2+a-1 =1- ! , conditia F(2; a) € Z este echivalenta cu: —— € Z.
2(2+a) 2+a  2+a 2+a 2+a

<) Egalitatea F(x;y)= are loc pentru x,y € R, x #y,Xx # -y, x # -2y, x # 0,x # 3. Deoarece

1
Din ipoteza, a € Z; deducem ca 5 € Z dacd si numaidaca 2 +a € {1;-1}. Obtinem: a € {-1;-3}.
+a

F nu are definita valoarea pentru x =2, y =-1; de aceea, singura valoare acceptatd este: a =-3.

o0 > Rezolvdm situatia-problem
2x+200000

Notam cu x suma de bani a Lizei. Suma de bani ramasa este: f —x—80000=20000.
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( X > Descoperd greseala

Mati a propus colegilor sai sa determine valoarea expresiei rationale E(x) = - pentru x = 2.
lata raspunsurile primite: x—2 x-—
Tic Geo
(-2 o
x=2 E(x) nu are definita valoarea pentru x =2,
Deoarece £(x)= 2 1,avem E(2)=1. deoarece numitorii lui £ se anuleaza.
Cine are dreptate?

( Gandim critic

si constructiv!

Profesorul le-a cerut elevilor sa aduca la forma cea mai simpla expresia

2 1

7) =53¢ 2x+3 -
E(x) = + + > . Vlad si Dana au obtinut rezultatele ———, respectiv. ———

x=1 x+1 1-x x° =1 x° =1
Pentru a verifica rapid rezultatele, profesorul le-a cerut sa calculeze valorile numerice ale expresiei
date si ale expresiilor obtinute pentru x = —2. Care dintre rezultate este gresit? Verifica si prin aducerea
expresiei E(x) laforma cea mai simpla.

L X > Probleme propuse

*
1. Rationalizeaza numitorii:
1T . 1 6

2
_—; b) —; <) ——+; d) —\/— 5
J2 -1 243 J5-3 3W2-243

2. Simplifica, dupa ce ai stabilit conditiile necesare pentru numarul real x.

a)

) 4 2_1 2_4 2 2
a) x+1; b) X—x S x ; 9x . e) 25x 20x+4; f) * +5x+4
x2—1 1—x? 6x-3 9x+6 15x3 —6x2 x2-16
* %k
3. Scrie in forma cea mai simpld, stiind ca 5. Scrie in forma cea mai simpla expresiile, stiind c&
variabilele apartin multimii de definitie variabilele apartin multimii de definitie a fiecarei fractii:
a fiecarei fractii: TV 2(x+1) (x—1)3
1 2 1)(2 1 5) a) [[ 2] 41+ : ; @
a) [—+=—— | === |; x—1 x—1 | 12x2
x x 4x)\x x 3x 5
b) | * x+1 4x+4 x| (5x y b) ( 2 _ 1 - ! )'(x+2) ;
) 3 23 +E 6 a) ¥ -4 X’ +4x+4 ¥ —4x+4) -16x°
4. Efectueaza: 0 (lJr 1 ] X 3 : x+1
X —4x+4 x+2  4x x x+1) 4x2=1 4x2—4x+1 2x-1
N +4x+4 x x+2) " ( 1,2 j x2-3x 1
b) 3x 2 __1 11- x? ; x> =5x+6 x2-2x) 4x*-1 2x*—x’
x>-9 x+3 x-3 x?-9 X y z

e) + + ;
o (5] (2] 252 (=)6=2) 02 (0
x=7 x X 3 2 10 ) x2—4x+4
x 8 4 \x-4 f) — - . .
x+4 x-16 4-x) 7 ¥=2 x+2 x7-4

x+1  2x+4 ) x> -2x+1 x—1 )
I . = , pentru orice x € R\{-2;-1;0; 1;2}.
-1 2—x X

d) X

6. Demonstreaza ca (

X X2+ 2x
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L8 8 ¢

7. a) Arata ca expresia

4x% -1

are forma cea mai simpla F(x) = .
x+2

b) Determina x € R pentru care F(x) nu este
definita.

c) Determina a € Z pentru care F' este definita
si Fllal) =
8. Fie expresia

E(x):(1+

W | =

1 X’ —4x+4) X’ +4x+3
2-x  4-X° " 6x2+6x

a) Arata cd E(x) = 6—’“2,x € R\{-3;-2;-1;0;2}.
X+

b) Calculeaza E(a) pentru
1

J3+1 -1
9. Se considera expresia:
G(x):(x— 9 j:xs —5x° +3)2c+9‘x—6_
6—x 6—-x—x x+3
a) Arata ca forma cea mai simpla a expresiei
G(x) este 2-x
x+1
b) Determina x € R pentru care G(x) nu are sens.
c) Determina b € Z pentru care G(b) € Z.

a=15+

10. Scrie expresia

* ok Kk

1Y x? 1|
F(x)= == 3 > a7 "9y2 _
X x*+3x4—-4 x+2 | 2x°+3x-2

11. a) Arata ca
2
T(x)=|2+x- 0,5x 1 -i—i . 24x _rrt
x—2 x| x—-16 x—-4
b) Aflda x e R pentru care 7(x) are definita
valoarea.

c) Determina x € N pentru care (x +4)- 7(x) <0.
12. a) Scrie expresia
2 2
1 1 1 1 +
H(x)=[ -1 ] {141 M
5 x 5 x) x*—-10x+25
in forma cea mai simpla.
b) Determina numerele reale x pentru care
H(x) are sens.

c) Calculeaza H(1) - H(-1).

13. Se considera expresia algebrica rationala:
2x-5 5x-2 27x-1) 2x*+4x+2
E(x) = - +— : .
2x+5 5-2x 4x°-25 2x+5
a) Scrie E(x) in forma cea mai simpla punand
mai intai conditiile necesare.
b) Afla numerele intregi x pentru care E(x) € Z.
14. Determina valoarea minima a raportului
3x* —12x+13
E(x)==—F—, =
x°—4x+5
2 4 2
15. a) Verificd daci ———— = —————.
x*=3x+2 x-2 x-1
b) Determina numerele reale a si b pentru

,xeR.

casuma de doud rapoarte . a b .
X - care expresia 3 este egala cu
algebrice, apoi ca diferenta, ca produs si apoi x-5
ca raport de rapoarte algebrice. 2 -5x+6
X’ +y*+z0 -y 4z X4y -7

16. Se considera expresia algebrica E(x;y; z) =

a) Calculeaza E(1;2;0) si E(-1;1;0);

(X > Alege si rezolva in 5 minute!

3

ca forma cea mai simplé a expresiei F(x;y;z)

7

(—y)x-2) (-x)(y-2) (z-x)(z-»)’

b) Determina forma cea mai simpla a expresiei E(x;y; z).

17. Fiex, ), z, trei numere reale cu proprietateaca xy +xz+yz=0.
a) Aflax, y, z, dacd x?+ 2yz =0; b) Presupunem ca x, y, z sunt nenule si distincte. Demonstreaza

2 2 2
X
LY

> > este 1.
x“+2yz Yy 4+2xz

Z° +2xy

Pentru variabilele apartinand multimii de definitie a fiecarei expresii algebrice, scrie in forma cea mai simpla:

20x—-4

1
J’_
[2x+1

w5

1—2x_1+2x

x 8 4 ) x-4
42 -1 x+4 x*-16 4-x) 7
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Ecuatii reductibile la ecuatii de forma

ax*+ b + c=0,unde a, b, c sunt numere reale

o0 > O situatie-problema

lata cum au procedat mai departe:

Rezolvare:

cu un factor ce contine necunoscuta.

necunoscuta?

Regula raportului nul

Cum gdndim

Pasii de rezolvare ai ecuatiei:

o

® Trecem totul in membrul I.

© Aducem la acelasi numitor.

O Aplicam regula raportului nul.

© Rezolvam ecuatia obtinuta.

definitie a ecuatiei.

Ana si Liza au avut de rezolvat ecuatia x> —2x —x + 2 =2x - 2.

Aplicand descompuneri in factori, au ajuns la ecuatia (x - 2)(x —

(x -
(1)0
10 -

Rezolvarea Anei
x=-2)x-1)=2(x-1) |:(x-1)
x-2=2 | +2
x=4
S=1{4}

YY) > Ne amintim si extindem

Altfel spus: %= 0 dacasinumaidaca a=0,unde b =0.

O Stabilim multimea de definitie a ecuatiei.

0 Verificam daca solutia se afld in multimea de

1N=2(x-1).

Rezolvarea Lizei

1)=2(x-1) | -2(x-1)

4) =
—1—0 sau x—4=0
S={1,;4}

S-au obtinut multimi de solutii diferite, deci una dintre eleve a gresit. In ce consta greseala?

Verificdam solutiile: 1 si 4 verifica ecuatia data, deci Ana a gresit. Ea a impartit in ambii membri ai ecuatiei

M)) Cum putem rezolva o ecuatie in care apar impartiri la un factor ce contine

Un raport este nul dacd si numai dacd numdratorul sdu este nul (si numitorul este nenul).

Aplicand aceasta regula, putem rezolva ecuatii care contin necunoscuta la numitor.

Cum scriem

6x  3x+1

2x—1 X

2x-1#0si x#0; xeR \ {0; l}

2
6x _3x+1 _0
2x—1 X
6x? —(2x—1)(3x+1) B
x(2x—1) -

6x? —(2x—1)(3x+1)=0

x=-1

-1 ER\{O —} deci S={-1}

3.5. Ecuatii reductibile la ecuatii de forma ax? + bx + ¢ = 0, unde a, b, ¢ sunt numere reale 75



o0 > Probleme propuse

*
1. Rezolva ecuatiile urmatoare dupa ce ai determinat multimile lor de definitie: a) l—x =0; b) —= g ;
X X
x> -4 X x? x+2 X
c)y’-8=1; d) =0; e) =5; f) =x+6; 9g)5-y2=1; h) = -
o Y x—2 x+2 x-3 J Y 3x  3x-5
2. Sunt corecte rezolvarile de mai jos? 3. In figura de mai jos,
Daca nu, gaseste greseala! DE||BCsi AD=CE. 4 @
a) x’=4 b) =9 Calculeaza AB si AC. M
=4 NN D
x=2 y=3 ‘V
— _ B C
S=1{2} S'={3}
4. Determina multimea de definitie pentru fiecare fractie algebrica, apoi rezolva in R ecuatiile:
3 _ x+5 x-3
a)x 1:1; b) T _ 1 - T _ 1 ; d)2x+3_ 1 _2-0. e)—=—;
x—=1 x—=1 x+1 x—-3 x+3 X x—2 x+2 x-1
f) X +x—2_5_ x+3 x _ 1-5x 1 3 1 B
x+3 x+2 6 X x-3 x(x—3)’ X =2x+1 X +2x+1
*hk
5. Determind multimea de definitie pentru fiecare fractie algebrica, apoi rezolva in R ecuatiile:
2+ 2x+1 -4 + 4x* —20x+25 25x° -
a)xzx +2x _o; b)2x3 _2x 0, )x x x°
x° =1 X" +4x+4 X" +6x-27 x°—81 25x° —20x+4 4x° —25
Exista si alte ecuatii care nu sunt de gradul al doilea, dar au doua solutii. Observa exemplele de mai jos.
Exemple:
Cum se rezolva ecuatiile |x-3|=2 si |x+1|=|2x-1]?
|x-3]|=2 [x+1]|=]2x—1]
Cum gandim Cum scriem Cum gandim Cum scriem
1. Daca modulul unuinumar x -3 =2 1. Daca doua numere au x+1=2x-1
este 2, atunci numarul sau acelasi modul, elesunt 45
este 2 sau -2. x-3=-2 egale sau opuse. x+1==(@2x-1)

2. Rezolvam fiecare ecuatie. x =5 sau x=1  2.Rezolvam fiecare ecuatie. x=2saux=0

3. Reunim multimile S={5u {1} 3. Reunim multimile S={2}u {0}
de solutii. S=1{5;1} de solutii. S={2;0}

6. Rezolva ecuatiile in R.
a)|x|=2 b)|x-1=|x+1 o|x+2|+]|y-3]=0; d)x*-4x+4=5.
7. Rezolva ecuatiile.

a)[3x+2|=5 b)V2z+1=5; o (x+2) =1; d)|y-3|=|2v+1; e) Jo-6x+x?=2.
(X > Alege si rezolvd in 5 minute!

Rezolva ecuatia in R:
Nx2—4x+4 +x2+4=4x
2x-1 x+1
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Aplicatii ale ecuatiilor de forma ax? + bx + ¢ =0,
unde a, b, ¢ sunt numere reale
° > O situatie-problema

Profitul unei firme a crescut in doi ani cu 92%. Analiza financiara a rezultatelor
aratd cd, in al doilea an, profitul s-a triplat in comparatie cu primul an.
Cu cat la suta a crescut profitul in primul an?

Notam cu x% cresterea din primul an si cu S suma realizata in anul precedent studiului.

Dupa primul an, incasarile au fost S + ES S( 100J;analog, incasarile dupa doi ani au fost
X 3x
S| T+— | 1+—].
(07
3x 192
Obtinem ecuatia S(H—j(n—j:S— < (1+0,01x)(1 +0,03x) =1,92.
100 100 100

m)) Care sunt tipurile de aplicatii care se rezolva prin ecuatii de forma

ax’+bx+c=0,unde a,b,ce R, a #0?

(x—2)(x—4)
=2

Ana si Dana au avut de rezolvat urmatoarea ecuatie:

. lata solutiile lor.

x2—13x+22
Ana Dana
X' —13x+22=x"-2x—11x+22 = (x—2)(x—4) 2 —6x+8
0 = (¥ -2x)-(11x-22)=x(x-2)~11(x~2)= ¥ —13x+22 ~ x*—13x+22
_(x-11)(x-2) = x?-6x+8=2(x2-13x+22) <

5 4 S 2x2—-26x+44-x2+6x-8=0<
Ecuatia devine m—z,xe R\{211}. < x*-20x+36=0

(x-11)(x-2)

a=1,b=-20, c=36,A=(-20>-4-1-36=256.

x—4
- 20-16
deunde x -4 =2x-22; o1 x1=20216=18 care convine; X, = > =2
x=18€ R\ {2;11}. care anuleaza numitorul membrului stang.

In concluzie, solutia ecuatiei este 18.

o0 > Exprimare orald
Ambele rezolvari de mai sus sunt corecte. Descrie etapele in fiecare caz.

° > Sd observam!

Numitorul putea fi descompus in factori si exprimandu-I ca diferenta de patrate:

2 2 2
¥ —13x+22=x"-2-x 13+[Ej —(Ej +22:(x—Ej _81 (x—E—g)(x—E+2]:(x—11)(x—2)
2 2 2 2 4 2 2 2 2

In continuare, ecuatia se rezolva la fel.

° > Rezolvdm situatia-problema

Efectuam produsele si inmultim ambii membri ai ecuatiei cu 10 000. Obtinem ecuatia

920 920
3x2 + 400x — 9200 = 0, cu solutiile x;, =20, x, = 6 Excludem solutia x, = o deoarece nu

satisface datele problemei, fiind negativa. In concluzie, profitul a crescut in primul an cu 20%.

3.6. Aplicatii ale ecuatiilor de forma ax?+ bx + ¢ =0, unde a, b, ¢ sunt numere reale 77



(X > Extindem

Am vazut c3, pentru a rezolva o ecuatie de forma ax? + bx + ¢ =0, unde a, b, ¢ sunt numere reale, a =0,
cautam sa obtinem diferente de patrate:

ax*+bx+c=0 |:a, a#0
x° +éx+£=0
¢ a 2 2 2 2
b b b _
x2+2-—x+—2 ——2+£=Oc> x_;,_i _—b 4aC:0
2a  4q 4a° a 2a 44>

Notam expresia b? - 4ac cu litera greceasd A (citim delta). A = b%-4ac.
Ecuatia ax’+bx+c¢=0, a,b,c €R, a # 0, are solutii reale daca si numai dacd A > 0.

Demonstratie: 2
Ecuatia ax*+ bx+c =0, a # 0 este echivalenta cu ecuatia (x + 2—) =— - Aceasta ecuatie are solufii
a 4a

< . A A . ,
reale daca si numaidacd — = 0. Deoarece 4a’> 0, relatia —5 20 este echivalenta cu A = 0.
4a 4a

in concluzie:
Pentru a rezolva o ecuatie de forma ax?+bx+c¢=0, cu x€ER (a,b,c €R, a # 0) procedam astfel:

Calculdam A =b?-4ac.
eDacd A <0, atunci S=O

b
eDaca A=0,atunci S=——-.

a
—b+JA —b-A

2a 2a

'Y > Probleme rezolvate

1. Cate solutii reale are ecuatia x> —x - 6 =0 si care sunt acestea?
Rezolvare: Calculam A =b*>-4ac=1-4-1-(-6)=1+24=25.Deoarece A >0, ecuatia are doua solutii reale.

—b+ —(-1)xvJ25 1+ 1+5 6 1-5 -4
= b_\/K: (-1 =E. Rezultd x,=—===3 si x,=—=—=-2.
2a 2 2 2 2 2 2
Observam cd ambele solutii verifica ecuatia: 3°-3-6=9-9=0
(-22-(-2)-6=4+2-6=0

—b+~JA
2a

e Daca A>0,atunciS = { }.Tn acest caz, scriem pe scurt solutiile sub forma: x; , =

Avem X,

« S . 1 < .
2. Pentru fiecare numar real m consideram ecuatia x* —2mx+m—— =0. Demonstreaza ca ecuatia are
4

solutii reale, oricare ar fi numarul real m si ca una dintre solutii nu depinde de m.

1 . 1 .
Rezolvare: a=1,b=-2m,c=m - 2 si A= (—Zm)z—4-1-(m—zj=4m2—4m+1=(2m—1)2.0r|care

2my(2m=1)  2m+(2m-1)
2 - 2

2 . . . .
arfi meR, (2m —1) >0,deci A =0 siecuatiaare solutiireale = x,, =

si una dintre solutii este 2m—2m+1_1 care nu depinde de m.

2 2 Gandim critic
si constructiv!

Compara rezolvarea ecuatiilor de gradul al doilea prin cele doua metode:

‘ 1. folosind descompunerea in factori a unei diferente de patrate ‘ 2. aplicand formulele de calcul ‘

Identifica avantaje ale fiecarei metode.
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o0 > Probleme propuse

*

1. Rezolva ecuatiile:
a)x’-4x-1=0;
c)-2x*+x+1=0;
e)x’+x+0,25=0;

b)x?+4x-1=0;
d)-2x’-x+1=0;
f)x?-x+0,25=0.

3. Asociaza fiecarei ecuatii enuntul potrivit,

apoi afla numerele necunoscute:
O x(x+1)=42;, @ 3x-x=x*+1;
© (2x-1)2+2x+1)?=74.

a) Suma patratelor a doua numere impare
consecutive este egala cu 74.

b) Produsul a doua numere care difera
printr-o unitate este egal cu 42.

c) Diferenta dintre triplul unui numar si
numarul initial este mai mare cu o unitate
decat patratul numarului.

. Stabileste daca ecuatiile urmatoare au
il ;
3

multimile de solutii indicate:

a)x?-4=0; S={2}; b)9x*-1=0; S=

) -x2+25=0; S={#5}; d)x*+1=0; S={-1};
e)—x*-9=0; S=09; f) \/§x2 —3\/§ =0; S=R.

* %
4. Explica de ce urmatoarele ecuatii nu au solutii: 7. Rezolva ecuatiile, dupa ce ai mentionat
a)x’=-1; b) 4x? - 4x + 1 = -6; multimile pe care sunt definite fractiile:
A x*=1-+3; d)10(x-4)7+7=0. X2-16 4x-2
5.Rezolva in R ecuatiile: X’ +4x+4 X +4x+4
a)x2-2x+1=0; b)9x2+6x=-1; ) (x + 1)2=25; c ?+x 3x*-5x+2
;Jl)()€-1)22-9=0:2 €) (4x+1)°-(3x-1)°=0; X2 +11x+10 3x2+10x-13
)(x+3)0°=-5% g)Bx-202=Kk-1)%
h) @x-1)2 + (2x + 4)2 + 8 =0. 204x-10 00 X2 .
< N x?—6x+8 x2—2J2x+2
6. Rezolva in R ecuatiile: 292 — x—1 Py
a)(2x+1)2+4x2-1=0; b) (x+3)3-x)=(x+3)% g ——— —=0; — =
Q) (x-22+(x2-4)=0; d) (2x+1)>-1=0. =337 +x+2 X?=2x+1
* Kk
8. Rezolva in R ecuatiile: 9. Lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic
1 1 1 2% sunt trei numere naturale consecutive.
a)—+——=1; b) == Determinad aceste lungimi.
XX ¥=2 x"-4 10. Pretul initial al transportului ST T
x+4 3 x+1 x-1 4x pentru o excursie este de s "
< 3 _a d) 1 x4l 21 3000 lei. Daca se mai inscriu m
inca 3 persoane, fiecare
e) 6x x-3 f) x+3 x-3_21 participant plateste cu 50 de lei mai putin.
-1 x+1 x—=1 x+1 10° Determina cati participanti au fost in final si cat a
platit fiecare.
* ok kK

11. Intr-o rezervatie naturald, populatia de ursi (P) se dezvoltd conform modelului:
P(f) = -2 + 161 + 40, unde ¢ reprezinta timpul. In cat timp, populatia va scidea la 0?
12. Pentru promovarea unui nou tip de dale se paveaza o alee cu latimea constanta

de 2 min jurul unui spatiu verde in forma de patrat. Ce arie are aleea pavata, daca
aria suprafetei acoperite cu gazon trebuie s fie o treime din aria pavata?

2m

> Alege si rezolvad in 5 minute!

Dupa doua reduceri consecutive
identice, pretul unui obiect a scazut
dela 100 lei la 81 lei. Cu cat la suta
a fost facutad fiecare reducere?

Daca a este solutie a ecuatiei
x2-x —~[2 =0, calculeaza:

2
b)a- £

a

Rezolva ecuatiile:
a) 4x2-25=0;

2 4.
b) 4x2 —20x + 25 = 0. aja’-a;

3.6. Aplicatii ale ecuatiilor de forma ax? + bx + ¢ = 0, unde a, b, ¢ sunt numere reale
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0 > Recapitulam prin pro

*
1. Determina multimea de definitie pentru fiecare 2. Pentru x apartinand multimii de definitie
fractie apoi scrie in forma ireductibila: a fiecarei fractii algebrice, efectueaza:
2x%y3 x3 ’ — 2V (Y
e e a) 2T ;p) X243 ) )
3xy 3xy x(x-1) x=1 x+1 x—=2 x-1 2y? e
* %
3. Determina unghiurile 6. Timpul de deplasare a unui mobil se determina
tf'ungh'UIH" fo!osmd datele cu formula ¢ :i , unde d este distanta, iar v este
si conventiile din desen. V
L 2x+13 viteza medie. In cat timp parcurge un autoturism
4. E::;rerrc)lg?arrfﬂlaetrm 5 3y c distanta de la Bucuresti la Cluj, de 459 km, daca
! - . v . 7
stiind & lungimile x4 2 0 se deplaseaza cu o viteza medie de 81 km/h?
date sunt exprimate 7. Rezolva ecuatiile si precizeaza multimile lor de
in centimetri. A 78 B definitie:
. : . - a) X2 +3x=0; 2x+1
5. Determina multimea de definitie a expresiei ) e =
E(x) si scrie E(x) in forma ireductibil3. b) 9x*-4=0; 4x? -1
x?2 1 x2-1 c) x*+3x-2 =0; 2 _
()=t b x
x> +4x+4 x-1 x+2 d)9x?+2x-4=0; x+2 4
1 8.8 ¢
8. Rationalizeaza numitorii urmatoarelor fractii: 12. Investigatie. Energia cinetica este forma de
1 9 2 4 1 energie asociata cu miscarea unui obiect. Se
B 2B BB 143 2410 4376 deﬁng§vteFa ﬁlr\d energia pe care o are un corp
datorita vitezei sale. Formula pentru energia
mv2
9. Determina numarul real x din proportia cinetica a unui obiect este E, :T unde:
3v2-243 _ 2 E_este energia cinetica, m este masa obiectului
x 3V2+243 (inkg), v este viteza obiectului (in m/s). Astfel,
cu cat masa sau viteza unui obiect este mai
. 2a a 2 4-94° mare, cu atat energia sa cinetica este mai mare,
10. Fie E(a)= +—— : . A 3 o - :
a+1 a—-1 d*=1) 6a—94> crescand cu patratul vitezei. Determind energia
34 cinetica in cazurile de mai jos, compard rezultatele
a) Aratd cd E(a) = — si formuleazd o concluzie.
a .
b) Determind a € R pentru care E(a) are sens; a) un camion cu masa de 8 000 kg care se

deplaseaza cu viteza medie de 45 km/h;
b) un automobil cu masa de 3 000 kg care se
11. Arata ca, pentru orice numarx, x € R, are loc deplaseaza cu viteza medie de 60 km/h;

¢) un automobil cu masa de 3 000 kg care se
deplaseaza cu viteza de 120 km/h.

c) Determina a € Z pentru care E(a) € Z.

inegalitatea: x* —2x* —3x +2 >0.
2

Fkh K
2
, L . ' (x2+x+1) —3(x2+x+1)+2
13. Pentru ce valori ale numarului real a ecuatiile 14, Fie F(x) = 3 5 .
urmatoare au o singura solutie reala? X +2x -1

a)x2-ax+1=0; Demonstreaza ca F(22090) = 22000

b)x2-ax+a-1=0.
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i

Ce am invatat?

) > Rezolv testele pentru a verifica dacd pot:

IOperatii cu expresii algebrice HRezoIvéri de ecua’giil o sdefectuez calc.ule'cu numere reale
reprezentate prin litere
e sad aplic formule de calcul prescurtat in
expresii algebrice
I Fractii algebrice l e sa efectuez operatii cu fractii algebrice,
aplicand tehnici de scriere in forma cea mai
| (i|(oera'gii cu fr:c'gii algebri;e l simpla
| Adunare }<_>< Scadere l Ordinea e sarezolv ecuatii de forma ax? + bx + ¢ =0,
¥ ¥ ofectusrii cua, b, c €R siecuatii reductibile la acestea
Iinmul'gire }<—>| Impaértire l operatiilor e sa modelez matematic probleme cu caracter
L] practic, cu ajutorul ecuatiilor studiate.
) ¢
Formule de
uteri calcul prescurtat
y ylcalulp
I Rationalizarea numitorilor l
Y
I Calcul algebric si rezolvari de ecuatii l
o0 > Testul 1 ) > Testul 2
. 2ab* 4ab a ab
1. Efectueaza: —_— 1. Efectueaza: : .
ab ab? a+b a*-b?
< x . . . 2. Descompune numaratorul si numitorul, apoi
2. Descompune numaratorul si numitorul, apoi 952 4 61 4 1
e . . AX2+4x+1 simplific fractia algebrica: ZX_T2*X T 1
simplifica fractia algebrica: — — "~ . ’ 1— 952
1-4x2
3. Determina multimea de definitie a expresiei

3. Determina multimea de definitie a expresiei

si scrie F(x) in forma cea mai simpla.

4x2 -1

1Y X2 1
F(x)={]1-—] - + :
x) xX34+3x2-4 x+4+2| 2x>+3x-2

4. Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:

a)x’+4x=0;
b)4x?> —4x+1=0;
A(x+2?-3(x-1)-9=0.

5. Lungimea unei camere in forma de
dreptunghi este cu 4 m mai mare decat

latimea sa, iar un dulap asezat in camera are

baza patrat, cu latura jumatate din latimea

camerei. Afla dimensiunile camerei, stiind ca

suprafata neocupata de dulap are 51 m2,

Unitatea de invatare 3: Calcul algebric in R. Fractii algebrice. Rezolvdri de ecuatii

4.

si scrie £(x) in forma cea mai simpla.
2 2
E(x)=(1+ 1 x 4x+4j.x +4x+3

2-x  4-x* ) 6x?+6x
Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile:
a)4x2-1=0;
b)2x2-x+3=0;
ABx+1)2-(x+2)2=0.

. Desenul reprezinta o schita a structurii

de rezistenta a
acoperisului unei
cabane. Grinda
BC are 7,5 m, iar
grinda AC c
trebuie sa fie cu 4

1,5 m mai lunga decat AB. Ce lungimi au
grinzile AB si AC?

B
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Unitatea de invatare @ Functii si elemente de statistica

£
£ v o,
Og Proiect: ?Mmz ;ﬂ: ufwezum

o

) Plan de lucru

m Scop: Vetirealiza un poster continand reprezentari

grafice corelate cu diferite raportari statistice din turismul Sursa foto - Adevirul.ro
romanesc. y o
= Materiale necesare: coala A3, coli A4, rigla, creioane 2000 Numar de turisti - 2022

colorate, resurse Internet.

1500

Lucrati in echipe de trei, patru sau cinci colegi. 1000

= Observati diagramele alaturate, reprezentand numarul 500
de turisti (exprimat in mii) din cateva judete, in ani diferiti.

= |dentificati din diverse surse si alte date si transpuneti-le 0

n grafice cu bare, cu linii, sau grafice circulare. Puteti apela
la http://www.insse.ro/cms/ro/tags/turismul-romaniei.

= Addugati cateva fraze care sa descrie fiecare reprezentare.
= Interpretati datele folosind indicatorii statistici studiati.

2000

Pentru inceput:

= Observati cele doua diagrame si adresati colegilor intrebari 1500
privind aceste grafice. De exemplu: ,Cate mii de turisti au
vizitat judetul Cluj in 2022? dar in 2023?" 1000

= Comparati datele si formulati cel putin doua asemanari si
doua deosebiri intre situatiile din cei doi ani.

500

Interactionatiin echipa voastra, realizati posterul,
apoi prezentatiin clasa rezultatele proiectului.

° Autoevaluare

= Rezolva problemele si alege raspunsurile corecte, pentru a verifica ce stii la inceput de unitate de invatare.

1. Solutia ecuatiei 3x + 9 = 0 este: 4. n tabel sunt scrise mediile la matematica.
A-9 B)-3 Q-12 D)6 Media |5|6|7|8|9]10
2. Care dintre urmatoarele perechi de numere Nrelevil 113149512

nu apartine produsului cartezian al multimilor

D={1:3:4) 5| E=1{2:4:5)7 Numarul elevilor cu medii peste 7,50 este:

A)(2;3) B)(1;4) C(44) D)(32) RA) 25 B)9 Q16 D)8

3. Scrierea sub forma de interval a multimii 5. Solutia sistemului {x +y=5 aste:
A={xeR|2£2x<4} este: 2x—y=4
A)[2;4) B)(2;4) Q)[1;4) D)[1;2) A)(4;1) B)(20 CQ(-1;6) D)(3;2)
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Ce stiu deja? Verific!

Test de (auto)evaluare Timp de lucru: 45 minute

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni si rezultate necesare pentru parcurgerea acestei
Unitati de invatare. Fiecare problema propusa valoreaza 1 punct. Se acorda 1 punct din oficiu.

I. Scrie pe foaia de rezolvare cuvintele sau rezultatele care, inscrise in spatiile punctate, formeazd enunturi
adevdrate:

1. Scrierea sub forma de interval a multimii 4 = {x € R|—3 <x< 2} este ..

Produs cartezian 2. Produsul cartezian al multimilor 4 ={0; 1} si B ={2; 3; 4} este. ...
de multimi

Interpretarea 3.1n tabelul de mai jos sunt scrise notele la testul de matematica obtinute
unei dependente de elevii unei clase.

functionale Nota 4 | 5] 6|7 8]9]10
Nr. elevi 1 2 4 6 9 3 3

Cei mai multi elevi au obtinut nota ...

Il. Scrie pe foaia de rezolvare litera corespunzdtoare rdaspunsului corect pentru urmdtoarele exercitii:

Ecuatii de forma 4. Solutia ecuatiei 3x-1=0 este:
ax+b=0 A.3; B.-3; c. 1. p. -1,
3 3
Modulul unui 5. Modulul numarului v/3 -2 este:
numar real A.\/§—2; B.\/§+2; C. —\/§—2; D. —\/§+2.
Sisteme de doua 6. Solutia sistemului {Zx 3y=3 este:
ecuatii liniare cu —x+4y=-5
doua necunoscute A. (1;1); B. (-1;1); C. (1;-1); D. (1;0).

lll. Scrie pe foaia de rezolvare solutiile complete ale exercitiilor urmdtoare:

Sistem de axe 7. Reprezinta intr-un sistem de axe ortogonale punctele A(-2;0), B(0; 3)
ortogonale si C(4; 1) si ordoneaza crescator lungimile laturilor triunghiului ABC.

Diagrame 8.Intr-o clasa, sunt 3 elevi care au inltimea intre 1,40 m si 1,49 m, 12 elevi
circulare intre 1,50 msi 1,59 m, 10 elevi intre 1,60 m si 1,69 m, 4 elevi intre 1,70 m
si 1,79 m si 2 elevi intre 1,80 m si 1,89 m. Alcatuieste un tabel in care sa
inregistrezi aceste date si deseneaza diagrama circulara corespunzatoare.

Reprezentarea 9. Un vehicul se deplaseaza cu viteza constanta de 25 km/h. Noteaza
graficaa intr-un tabel distanta parcursa de vehicul dupa: o ora, 2 ore, 3 ore,..., 8 ore
dependentelor si reprezinta dependenta timp - distanta intr-un sistem de axe.
functionale

Daca ai obtinut mai putin de jumdtate din punctaj la acest test, este util sd revezi definitiile si proprietdtile conceptelor
mentionate mai sus, pentru a intelege mai bine ceea ce urmeazd.
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Ce intelegem printr-o functie?

o0 > O situatie-problema

La proba de alergare, fetele din echipa de atletism a clasei au terminat cursa astfel: Ana si Miain 8,1 secunde,
Mara in 8,3 secunde, Lia in 7,9 secunde si Liza in 8 secunde. Mati sustine ca asocierea: nume - timp de alergare
defineste o functie.

M))j Ce este o functie? In ce caz o asociere intre elementele a doud multimi este o functie?

(X > Sd ne amintim

Putem descrie asocieri intre elementele a doud multimi in diferite moduri.

Diagrame cu sdgeti Grafice cu bare Tabele

Nume | Ana | Mara | Lia | Liza | Mia

' 8.1
7.9 8.0
] . Timp | 81”| 83" |7,9" 8 |81"

Mara Lia Liza Mia

Definim:

O functie exprima asocierea dintre elementele a doua multimi, prin care fiecarui element din prima

multime fi corespunde un singur element din a doua multime. Prima mul{ime se numeste domeniu
O de definitie (sau multime de definitie), iar a doua multime se numeste codomeniu (sau multimea in

care functia ia valori).

Reprezentdm Notdm Citim

O functie este caracterizatd de tripletul urmator: £ 4 > B functia £ definita pe A cu valori

CODOMENIU S&)=y  inB, fdex esteegalcu y
Legea de . .
~» multimea in care sau
corespondentd f = lor
unctia ia valori x o f()

DOMENIU

multimea
de definitie

elementului x din A4 ii
corespunde elementul f'(x) din B

o0 > Problemad rezolvata

Observa tabelul alaturat, in care sunt precizate cateva valori X | 01 2 3 .. 18 19 20
ale functiei f.

a) Determina o formula prin care poate fi exprimata functia f. S | 1]3[517
b) Completeaza cele trei celule libere din tabel.

c) Precizeaza domeniul de definitie si un codomeniu al functiei f-

Rezolvare:

a) Observamca f(0)=2-0+1, f(1)=2-1+1, f(2) =2-2 + 1. De aceea, o formula pentru functia
data este f(x)=2x+1.

b) f(18)=2-18+1=37, f(19)=2-19+1=39, f(20)=2-20 + 1 =41.

c) Domeniul de definitie al functiei este {0; 1; 2; 3;4; 5; ...; 20}, iar un codomeniu al ei (pentru formula
propusad) este {1;3;5;7;9;11; ...;41}.

Y > Evaluam nivelul de baza
Se considera functia f:{0; 2; 4; 6} — {0; 4; 8; 12}, f(x) = 2x. Calculeaza f(0) si f(6).

Procesul de multiplicare a unor pagini la copiator poate fi gandit ca o functie. ( Gandim critic
Descrie o astfel de functie precizand cele trei elemente.

si constructiv!
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o0 > Probleme propuse

*
1. Alege raspunsul corect! Care dintre diagramele
de mai jos descrie o functie? Justifica!

2. Diagrama descrie functia g. Scrie domeniul i
codomeniul lui g, apoi determina g(2) si g(3).

3. Pentru functia f:[0; 3] = [0; 9], f (x) = x?,
calculeaza £(0), f(\/z) si f(\/g)

4. Descrie printr-o diagrama, apoi printr-un tabel,
functiile:
a) /:{1;2,3}>1{2,4,6;8}, f(x)=2x+2;
b) g:{-1;0; 1} > {0; 1; 2}, g(t) =%
c) h:{-1,0;1}-1{0;1;2}, him)=m+ 1;
d) p:{-1,0;,1} > {-1;1;3}, p(n)=2n+1.

* %
5. Care dintre tabelele urmatoare descrie o functie? 7. Tabelul urmator defineste functia notata g.
@a)x|0—13 x|o 2 o x |-10 2 1 2
y|2 4 4 y|1 4 6 g [2 1 3 2 3

6. Elevii au propus exemple de functii.
Cine a gresit? Explica raspunsul tau!
a)Ana— f:{0; 1; 2} = {0; 1}, f(x) =x~
b) Geo— g:{0; 1;2} = N, g (x) =x2
O Mati— h:R >R, hx) = .

*kk

a) Scrie domeniul de definitie al functiei g.

b) Care dintre urmatoarele multimi ar putea fi
codomeniul lui g?
M={0;1;2;3}; P={-2,-1;0;1; 2}, Q.

c) Liza sustine ca g(x) =|x| + 1; are dreptate?
De ce?

8. Fie functia a : {2; 4; 6} = R, unde a(x) este aria
hexagonului regulat de latura x.
a) Calculeaza a(2).
b) Determina multimea valorilor functiei.

* &k Kk

9. Determina toate numerele @, b, ¢, d € R, pentru
care asocierile urmdtoare descriu functii:
a) 1:{1;2}->1{5;9} tx) = ax+1;
b) u:{1;2;3}-{0; b; ¢}, ulx) =x-d.

10. Investigatie. Pentru numarul natural 77, notam
u(n) = ultima cifra a numarului n*.
a) Completeaza tabelul:

n |1 2345678910

u(n) |

b) Scrie doua observatii despre numerele
completate in tabel.

¢) Demonstreaza ca u(n) = u(n + 10).

d) Fara a face alte calcule, explica de ce
numarul 2085139 nu poate fi puterea a 4-a
a unui numar natural.

o0 > Alege si rezolvd in 5 minute!

Deseneazd diagrama
cu sageti care descrie functia
SA=10,1 > {a; b; c},
SN =c f(O)=asi f(1)=b.

raza x.

4.1 Ceintelegem printr-o functie?

Determina multimea valorilor
functiei /:{1;1,5;2; 2,5} - R,
/(x) = lungimea cercului de

11. Consideram functia f: N* = N*, unde f(n)

este numarul divizorilor naturali ai lui 7.

a) Calculeaza f'(2), f(4)si f(2000).

b) Caracterizeaza numerele n pentru care
f(n) =2, apoi pe cele pentru care f(n) =3.

c) Demonstreaza ca, pentru orice ¢ € N¥,
exista n € N* astfel incat f(n) =+¢.

d) Determina cel mai mic numar natural m
pentru care f (m) = 25.

e) Demonstreaza ca daca f'(m) = 2025, atunci
m nu poate fi cubul unui numar natural.

Propune numere naturale
a si b, astfel ca asocierea
X P 2x + 1 sa defineasca
o functie intre elementele

multimilor {v2; Y3} si[a; b].
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Graficul unei functii

o0 > O situatie-problema

Tic a calculat perimetrele a trei triunghiuri echilaterale cu lungimile laturilor de 1 cm, 2 cm si 3 cm.
El a observat ca formula de calcul a perimetrului defineste, de fapt, functia p: {1;2;3} — {3;6; 9},
p(l) = 31. Tic doreste sa ilustreze printr-un desen aceasta functie.

M))Z Ce este graficul unei functii? Cum il putem reprezenta printr-un desen?

(X > Sd ne amintim

Produsul cartezian a doua multimi 4 si B este multimea 4 X B = {(x;y) | x € 4 si y € B}.
Daca A4 si B sunt multimi de numere reale, atunci produsul lor cartezian .%/ l
poate fi reprezentat intr-un sistem de axe ortogonale. De exemplu, produsul o1 .
cartezian al multimilor 4 ={-1; 2; 3} si B ={1; 2} este reprezentat grafic prin : —
cele 6 puncte evidentiate in imaginea alaturata, -1 O| 23
 Definitie ) ) )
Graficul unei functii /- D — C este multimea formata din toate perechile (a; b) unde
a€D, beC sif(a)=0>b.
Notam sz{(a;b) | (@;b) € DXC, f(a)=b}
Daca f este o functie numerica, adica daca elementele multimilor D si C sunt numere reale, atunci
e putem obtine reprezentarea geometrica a graficului functiei, intr-un sistem de axe ortogonale.
Pentru a prescurta exprimarea, numim tot grafic al functiei reprezentarea geometrica a acestuia.
3
]
°o0 > Rezolvam situatia-problema T
Graficul functiei p este G,= {(1;3), (2;6), (3; 9)}. Fiecare pereche de numere 6:12 E
din G, determing, intr-un sistem de axe ortogonale, un punct din plan; 1 |
obtinem astfel punctele A(1;3), B(2;6) si C(3;9). T4t
Reprezentarea geometrica a graficului functiei p este formata din punctele 31--e o
A, B, C din imaginea alaturata. 1 |
-
. . Ol 123 ~x
0 > Problema rezolvata
Stiind ca reprezentarea geometrica a graficului functiei g : D — C este cea din %
imaginea alaturatd, determina domeniul de definitie al functiei g si calculeaza g(1). 3 +--e
Rezolvare: 2 T
Un punct P(a; b) apartine graficului functiei g daca si numai a € D si g(a) = b. ;"1"*' e
De aceea, abscisele punctelor de pe graficul lui g sunt elementele domeniului _1' 9] i 2' é X
de definitie (adica D ={-1; 0; 1; 2}). Obtinem g(1) = 3.

'Y} > Evaludm nivelul de baza

1. Pentru functia f:{-2;-1;3} — {-3;-2; 1; 2}, f(x) =x - 1, verifica daca (-2;1) € Gf.
2. Reprezinta grafic, intr-un sistem de axe, functia f:{-1;0; 1; 3} — {-2; 0; 2; 6}, f'(x) = 2x.
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o0 > Probleme propuse

q. Alege raspunsul corect! Care dintre urmatoarele
perechi de numere apartine graficului functiei
f:{-1,0;1}-1{0;1;2;3}, f(x)=2-x?
A) (2,00 B)(1;1) Q(0;3) D)(-1;1)
2. Descrie prin diagrama si prin reprezentare
grafica functia u:{-1;1; 2} - {1, 2; 4} data
printabelulaldturat.  » |_1 1 2
u) | 4 2 1
3. Reprezinta geometric graficele functiilor:
a) f:{1;2;3} f()=4-x;
b) /:{-1;0;,1;2} » R, f(x) =2"

4.1n care dintre imaginile urmatoare apare
reprezentarea geometrica a graficului unei
functii?
a) b) c)

Justifica raspunsul.

* %
5. Consideram functiaf:Z - 7, f (x) =2x +a,
unde a este un numar intreg. Determina

valoarea numarului g, stiind ca (1; 5) € Gf

6.1n figura de alaturi este y
reprezentat graficul
functiei f:D - C. 2 M
a) Determina f(2). -1 1 . . P
b) Identificd domeniulde 4O 1234
definitie si multimea -1

valorilor functiei f-
c) Adevdrat sau fals? (1;2) € Gf.
d) Determina a € D pentru care f(a) = 2.
e) Calculeaza 1(2) + f(3) + f (4).

7. Investigatie. Folosind 10 bete de chibrit,
Geo a construit figura de mai jos, formata din
3 patrate. El vrea sd afle cate bete de chibrit i-ar
fi necesare pentru o figura cu 30 de patrate.

L[]

a) Completeaza tabelul:
Nr.depatrate| 1 | 2 | 3 | 4 | 5
Nr. de bete 10

b) Reprezinta grafic functia descrisa prin tabel.
Observa cum sunt asezate punctele de pe
grafic si propune un raspuns pentru Geo.

* kK
8.Fie 4 omultime finitasi f: 4 - R, f(x)=x2
o functie a carei multime de valori este
{0; 1; 2; 3}. Care este numarul maxim posibil de
puncte din care poate fi format graficul lui f?

9.Fiefunctiaf:{-1;0; 1} - R, f(x) =ax - 1.
Reprezinta grafic functia f daca:
a) punctul de coordonate (-1; 2) apartine G,;

b) £(=1)-£(0)-f (1) =3. !

* ek

10. Fie multimea M ={1; 2; 3; ..., 10}.
Reprezinta grafic toate functiile f: M - M,
care verifica simultan conditiile:

f (i) #f(j) pentru orice i#j si
T+f(1)<2+f(2) <..<10+£(10).
I

'Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

Se considera functia
fi{z 46} - {579}
S (x)=x+3.Arata ca (4;7) € G;.

4.2 Graficul unei functii

Scrie graficul functiei
a:{1;3,6,7} - R,
a(x) = aria discului
Cu razax.

11. O firma proiecteaza blocuri compuse din
parter, cel mult 4 etaje si mansarda. Parterul
are inaltimea 4,5 m, un etaj are 3 m, iar
mansarda are 2,5 m. Reprezinta grafic functia
care exprima asocierea intre numarul de etaje
si Tnaltimea blocului.

Cate puncte din reprezentarea
grafica a functiei /:Z - R,
f(n) =10 - n? sunt situate in
cadranul I al sistemului de axe?

87



Functiide forma f: D - R, f(x)=ax+b,
cu a €ER,b ER si D omultime finita, D c R

o0 > O situatie-problema

Un bilet de intrare la o casa memoriala costa 2 lei de persoana, dar pentru grupuri de 3 pana la 5 vizitatori
se scade 1 leu din suma totala. Liza si-a propus sa gaseasca o reprezentare grafica prin care s-ar putea
calcula rapid costul intrarii pentru diferite grupuri de vizitatori. Ea si-a dat seama ca poate folosi functia
p:{3;4,5} >R, px)=2x-1.

))/ Exista un comportament general al punctelor de pe graficul unei functii de forma
f:D—C, f(x) =ax + b?

Q ) > Observdm si demonstra

In imaginea aldturatd apare reprezentarea geometrica ;2 I .C C
a graficului functiei g:{1;2;4} > R, glx)=2x - 1. :
Demonstrdm ca punctele 4, B, C, care alcatuiesc .
reprezentarea grafica a functiei g, sunt coliniare. 3__""}2 B "
Triunghiurile dreptunghice AMB si BNC sunt 4 4

AM  MB 1 , Tl M
asemenea, deoarece —— = —— = —. Atundj, — -

BN NC 2 O| 12 4x

LABM = «BCN, de unde rezultd ca ¥ABC = <ABM + <MBN + <NBC = «BCN + 90° + <NBC = 180°.
Deducem ca punctele A4, B si C sunt coliniare.

in general: Reprezentarea geometricé a graficului unei functii de forma f/:D > R, f(x) =ax + b,cua, b € R
si D o multime finita, este alcatuita din puncte coliniare.

o0 > Rezolvam situatia-problema
Reprezentarea grafica a functiei de calcul a pretului de intrare, adica p : {3; 4; 5} = R, p(x) = 2x - 1, este
formata din trei puncte coliniare. Folosind acest grafic, putem stabili imediat cat are de platit un grup
format din 3, 4 sau 5 persoane.

® ® © = > Problemad rezolvata
Se stie ca A(-1, 2) si B(3,4) apartin imaginii geometrice a graficului functiei f:{-1, 3,5} — R,
fIx) = ax + b. Calculeaza f(5).

Rezolvarea Anei: Determin expresia functiei Rezolvarea lui Dan: Folosesc proprietatile graficului

Deoarece A(-1,2) si B(3,4)apartin graficului Stim ca punctele 4, B si C(5; f (5)) sunt coliniare,

functiei £, rezulta ca f(-1)=2 si f(3) =4. deoarece functia este de

Scriem aceste relatii sub forma: a - (-1) + b=2, formax - ax +b.

respectiv a-3+ b =4. Reprezentam intr-un sistem C .

Pentru a determina expresia functiei f; aflam de axe punctele 4 si B ___A; _____ ’ ,f “T1
—a+b=2 | siidentificam punctul C, _-°'B

numerele a si b rezolvand sistemul . L o
’ 3a+bh=4  coliniarcuacestea, oY T2

cu abscisa egala cu 5. -
Deducem ca f'(5) =5. _'1 3 5

Obtinem a =0,5 si b =2,5,deci f(x)=0,5x + 2,5.
Deducem ca f(5) =5.

'Y > Evaludm nivelul de baza

Reprezinta grafic, intr-un sistem de axe ortogonale, functia /:{-2;0; 1} = R, flx) = -x + 2.
Foloseste apoi rigla si verifica daca punctele din care este format graficul sunt coliniare.
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o0 > Probleme propuse

*

1. Adevdrat sau fals? Punctul A(1; 2) apartine
reprezentarii grafice a functiei /:{-1;0; 1} - R,
fl)=3x-1.

2.Fief:{-1;1;2,4} > R, f(x)=-3x + 1.
Determina ordonatele punctelor care apartin
graficului functiei f.

3.Functia /:{1;2;5} = R, f(x)= XT_I este o

functiedeforma f: D > R, f(x)=ax +b.
Determina multimea D si numerele a si b.
4. Construieste diagrama cu sageti si tabelul

de valori corespunzatoare functiei
fi{-3;1,0;4} >R, f(x)=-2x-1.

* %
5. Reprezinta grafic functiile urmatoare, dupa ce
scrii explicit domeniile acestora.

a) f:{x\er, x—l|$2}—>R,f(x):x+1;
b) g :{x|xeN, 6ix} >R, flx)=2x-1.

6. Reprezinta grafic functia f pentru care £ (x)
este cel mai mare divizor al lui x, diferit de x,
iar domeniul de definitie este: a) {2; 4; 6; 8; 10};
b) {3; 6; 9; 12; 15}. Pentru fiecare caz in parte,
justifica daca functia este de forma x = ax + b.

*kk
7. Investigatie. Geo a descris in tabel functia
f:{-1,0,2,6} > R, f(x)=3x - 4.

x |[-1 0 0 2 2 6

fol-7 5 44 5

a) Copiaza pe caietul tau tabelul de valori
al functiei f'si completeaza spatiile libere
Cu numere potrivite.

b) Observa diferentele dintre numerele de pe
prima linie si cele dintre numerele de pe
a doua linie: arata ca acestea sunt direct
proportionale.

) Repeta calculele pentru functia
g:{-3;-1,2;6} > R, g(x) =-2x + 3. Care
este acum factorul de proportionalitate?

d) Explica ce legdtura este intre
proportionalitatea gasita si faptul ca

reprezentdrile grafice ale functiilor de mai sus
sunt formate din puncte coliniare.

8. O banca ofera depunatorilor sdi o dobanda
lunara de 0,3%. Trei clienti au depus sumele de
10000 lei, 15000 lei, respectiv 20000 lei. Exprima
modalitatea de calcul pentru suma restituita
celor trei depunatori dupa o luna cu ajutorul
unei functii definita printr-o formula.

9. Pentru functiile reprezentate in tabelele
urmatoare, scrie domeniul, un codomeniu sio

lege de corespondenta de forma f'(x) = ax + b:

x|-1 0 1 2 @

fx|-3 0o 3 6

a)

b) % -2 -1 0 1
fwl 4 3 2 1
g x|o 1 2 3
fwl1 3 5 7

L. 8.8 8 ¢
10. Ana a completat tabelul de valori al unei
functii de forma f'(x) = ax + b, cain imagine.
x |m n p
fx) | p n m
Demonstreaza ca a=-1sica2n=m +p.

(X > Alege si rezolva in 5 minute!

Fie f:{-5;-1;8; 12} = R,
f(x) =-3x - 1. Identifica
domeniul de definitie
calculeaza f(12).

fl)=x-7.

Stabileste care dintre punctele
A(-2;-9), B(-1;-8), C(3;7) si D(3;-4)
apartin reprezentarii geometrice a
graficului functiei /:{-2;0;3} - R,

11. Multimea D are 3 elemente si este inclusa in
{1;2;3;4;5,6;7;8;9; 10}. Stim ca functia
f:D - R, f(x) =CMMDC{x; 20} este o functie
de forma f'(x) = ax + b. Demonstreaza ca
a€{-1;0;1}sib €{0; 1;8}.

Fie f:{-5;-2;4;10} = R,
f(x) = ax + 6. Determina
valorile lui a si m, stiind ca
A(=2; 4) si B(m; 10) apartin
reprezentarii geometrice a
graficului functiei f.

4.3 Functiideforma f:D— R, f(x)=ax+b,cu a€R,b€eR si D omultime finita, D c R 89



Functiide forma f:R—- R, f(x)=ax+b,
cuaceR, beER

o0 > O situatie-problema

Pe telefonul Emei, temperatura este afisata in grade Fahrenheit (°F) si in grade Celsius
(°C). Ea a citit cé formula de transformare intre cele doua scale de temperatura este:

=(x-32)- °C Ema ar vrea sa reprezinte grafic functia x = (x - 32) - %

10°C 50°F
pentru a putea face mai usor transformari dintr-o scala in alta. -
Vrem sa stim! )) Cum construim reprezentarea geometrlca a graficului unei & 20km/h

functiideformaf:R-> R, f(x)=ax+b,cu a ER, b € R?

o0 > Ne amintim si generalizam!

Stim deja ca orice 3 puncte din graficul unei functii de forma x = ax + b sunt coliniare. De aceea, reprezentarea
geometrica a graficului unei functiide forma f: R—> R, f(x) =ax + b, cu a, b € R este o dreapta.
O dreapta este determinata de doua puncte distincte. De aceea, pentru a reprezenta o functie /: R - R,
de forma f'(x) = ax + b, este suficient sa determinam doua puncte ale graficului. De exemplu, pentru a
reprezenta grafic functia /: R = R, f'(x) = 2x - 1, putem proceda astfel:
Determindm doud puncte arbitrare de pe grafic Determindm intersectiile graficului cu axele
@ Alegem doua numere diferite din domeniu: @ Pentru intersectia cu axa Ox, rezolvam
de exemplu 1 si 2 si calculam valorile functiei ecuatia f'(x) =0, pentru intersectia cu axa Oy,
pentru numerele alese. calculdam £(0).
x |12 x |0 05
|1 3 Y fe]-1 0 Y
B
% . e ]
@ Reprezentdm grafic E @ Reprezentam grafic
punctele de coordonate: _4? E punctele de intersectie D
A(1; (1) =A4(1;1), —o % cu axele: C(0; -1), D(0,5; 0). —O‘-(oj—;c
B(2;1(2)) =B(2; 3).
y y
© Trasam dreapta ce trece © Trasam dreapta ce trece
prin punctele prin punctele
reprezentate. 0 e reprezentate. 0 >
/
o0 > Rezolvam situatia-problema ()
Alegem doud numere distincte, de exemplu, x, =5 si x,=14. 0 5 1,4 x (°0)
Calculam f(x,)=-15 si f(x,)=-10. ' '
Obtinem punctele A4.(5;-15) si 4,(14;-10).
Reprezentam punctele 4, si A, sitrasam dreapta 4.4,
care trece prin cele doua puncte.
Obtinem astfel graficul functiei care arata transformarea din scala
Celsius in scala Fahrenheit.

e Y} > Evaludm nivelul de baza
Reprezinta grafic functia /: R = R, flx) =-x + 1.
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o0 > Probleme propuse

*

1. Alege raspunsul corect! Intersectia graficului
functiei /R —> R, f(x) =3x+6, cuaxa Ox este
punctul de coordonate:

A)(0;6) B)(2,00 C)(-2;0) D)(-1;3)

2. Adevdrat sau fals? Punctul de intersectie intre axa
Oy si graficul functiei g: R - R, g(x) =-x+2, are
coordonatele (0; 2).

3. Verifica daca graficul functiei /: R > R,

@ f(x) = -3x + 2, contine urmatoarele puncte:
A(=1;5); B(1;2); C(0;0); D(0,5-1,5).

* &

4, Reprezinta grafic functia f: R — R, descrisa prin:
a)f(x)=-2x+1;b) f(x)=x+1;¢c) f(x) =3.

5. Citeste formula de transformare din situatia-
problema. Transforma in °F temperaturile: 23°C;
32°C; 41°C.

6. Reprezinta grafic functia f: R - R, prin care
unui numar i se asociaza:

a) triplul sdu;
b) opusul sau;
c) triplul opusului sau.

7. Copiaza pe caiet, apoi completeaza tabelul
de valori al functiei /:R-> R, f(x) =-2x + 4.

x | o - 1,5
| 0o -2 10

8. Determina numarul m, stiind ca (1; m) apartine
graficului functiei f: R - R, f(x) =-5x + 3.

9. Calculeaza aria triunghiului format de graficul
functiei f:R—> R, f(x)=-3x + 6, cu axele
sistemului de coordonate.

*kk

10. Care dintre dreptele
p, S sau d, reprezentate
alaturi, poate fi graficul
functiei /: R - R,
f)y=-x+1?

11. Calculeaza
f()+f() +...+f(100), pentru:
a) fR->R, f(x)=x; b) R->R, f(x)=2x;
A f:R-R fx)=x+5d) f:R->R, f(x)=2x-1.

12. Determina m € R pentru care punctul
A(2m? m + 1) apartine reprezentarii grafice
afunctiei /:R- R, f(x)=0,5x + 1.
13. a) Determina functia a carei reprezentare grafica
este dreapta AB, unde A(1;-1), B(3; 3).
b) Foloseste functia determinata anterior
pentru a justifica daca punctele 4, B si
C(8; 11) sunt coliniare.
* kK

14.Fie functia f: R - R, f(x) =-3x +1.
a) Reprezinta grafic functia f.
b) Demonstreaza c3, daca p < 2, atunci f(p) > -5.
c) Afla toate valorile numarului real m, pentru
care f(m)>7.
d) Demonstreazd cd, daca x, x, € R,
cux, #Xx, atunci f(x) = f(x,).

15.Fie ' R>R, f(x)=3x - 1.
Consideram functia g: R — R, descrisa astfel:
gla +2) =f(a), pentru orice numar real a.
a) Calculeaza g(1) si g(2). b) Determina formula
prin care se exprima functia g. ) Reprezinta in
acelasi sistem de axe functiile f'si g.

Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

Reprezinta grafic, intr-un
reper cartezian, functia
fTR-R, f(x)=x+2.

f)=-x+1.

4.4 Functiideforma f:R—- R, f(x)=ax+b,cu a€R,bER

Calculeaza numarul m,
stiind ca P(m; m+1) apartine
graficului functiei /: R — R,

16. Se considera functia f: R - R, care
indeplineste conditia 2 f(a) + /(1 - a) = 3a,
pentru orice a € R.

a) Determina f(2) si f(-1).
b) Descrie functia f printr-o formula.
¢) Reprezinta grafic functia f-

Determina functia a carei
reprezentare grafica este dreapta
AB, unde A(0; 3) si B(2;5).
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Functiideforma f: D - R, f(x)=ax+b,
cua € R, b € R,unde D este un interval.
Interpretare geometrica

o0 > O situatie-problema

Dupa ce a mers 2 km pe jos pana la clubul de turism, Ana a plecat intr-o excursie cu bicicleta, deplasandu-se
cu viteza de 10 km/h. Ea ar vrea sa foloseasca o reprezentare graficd, pentru a afla rapid la ce distanta este,
in orice moment, fata de casa. Pentru aceasta, Ana a considerat functia f = 10¢ + 2, care exprima distanta
parcursa (calculata in kilometri), in functie de timpul de deplasare cu bicicleta (calculat in ore).

))/ Cum reprezentam grafic functiide forma /:D > R, f(x)=ax +b,cu a ER,
b € R, pe diferite tipuri de intervale D?

Q o > Ne amintim si observam!

Stim ca orice trei puncte de pe graficul unei functii de forma x = ax + b sunt coliniare. De aceea, daca

domeniul de definitie al acestei functii este un interval, atunci graficul functiei este o portiune dintr-o dreapta.
Mai precis:

Graficul functiei f: D - R, f(x) =ax + b, unde D este un interval, este:

¢ 0 semidreapta inchisa (care isi contine originea), | ® o semidreapta deschisa (care nu isi contine originea),
daca D este un interval inchis, nemarginit daca D este un interval deschis, nemarginit

e un segment inchis (care isi contine capetele), | ® un segment deschis (care nu isi contine capetele),
daca D este un interval inchis si marginit daca D este un interval deschis si marginit

Am vazut ca reprezentarea geometricd a graficului functiei f'(x) = ax + b are aceeasi ( Gandim critic
forma cu reprezentarea domeniului acestei functii pe axa numerelor. Reprezinta pe

si constructiv!
axa numerelor un interval inchis nemarginit si un interval deschis, marginit. I

Exemplul 1: Pentru a reprezenta grafic functii de forma x = ax + b, definite pe intervale nemarginite,
putem proceda astfel:

Fie f:1(-00;2] > R, f(x)=1-x Fie g:(-0;2) >R, g(x)=x+2
@ Completam un tabel de valori ale functiei f, @ Completam un tabel de valori ale functiei g,
marcand domeniul ei de definitie: in tabel, evidentiind si capatul domeniului functiei:
completam obligatoriu valoarea functiei chiar daca functia nu este definita in 2, punctul
pentru x = 2, dar si alte valori. P(2; 4) se noteaza in tabel, pentru a obtine o
X | NS 0 1 2] too reprezentare corecta a graficului.
f@ | 1 0 -1] x |- 0 1 2) +0
g (x) | 2 3 4)

@ Reprezentam punctele corespunzatoare intr-un | @ Reprezentam punctele corespunzatoare intr-un
sistem de axe, apoi trasam graficul. sistem de axe, apoi trasam graficul.
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Exemplul 2: Pentru a reprezenta grafic functii de forma x = ax + b, definite pe intervale marginite,
putem proceda astfel:

Fie f:[-1;,2] - R, f(x)=-x +1. Fie g:(-1;2)» R, g(x)=x+1.
Intocmim un tabel de valori ale lui f. Intocmim un tabel de valori ale lui g.

X | -0 [-1 0 2] +c0 X ’ —0 (<10 2) +00
/) | 2 1-1] 20| (0 1 3)
Reprezentam in plan punctele __y Reprezentam in plan 3
corespunzatoare acestor valori, ..., el 2 { punctele corespunzatoare T
apoi trasam graficul lui f. _]’}1% 1 }2 acestor valori, apoi trasam B

1 X graficul lui g. LV X

® ® © = > Rezolvam situatia-problema

Legea de miscare descrisa in problema este d(f) = 2 + 10¢. Reprezentam grafic functia d: [0; +o0) — R.

Obtinem tabelul de valori: Distanta
(km)
X |~ 01 2 3 +00
22-
S | 2 12 22 32

Deoarece reprezentam madrimi diferite (timpul si distanta), putem alege unitati 121
diferite de masura pe cele doua axe.
Cum timpul este continuu, imaginea variatiei distantei in functie de timp : 23
va fi clara daca unim punctele. Obtinem astfel graficul alaturat. 0. T"(T;]F)’“'

'Y > Evaludm nivelul de baza

1. Reprezinta grafic in sistemul ortogonal xOy functia f: (-2; +0) = R, f(x) =x + 3.
2. Reprezinta grafic in sistemul ortogonal xOy functia g:(0;3] = R, g(x)=2-x.

Gandim critic

Pentru a face cunoscuta prezenta speciei umane in univers, astronomii au
si constructiv!

transmis un semnal radio in directia roiului stelar Messier 13. Din cauza atmosferei
terestre, semnalul a fost emis de pe statia orbitala Mars 3, situata la distanta de
0,5 u.a. (unitati astronomice) de Pamant. Undele radio se deplaseaza cu viteza de 0,2 u.a. pe minut.

Astronomii au estimat ca semnalul va ajunge la tinta vizata dupa o perioada enorma de timp si
anume, dupa 24 000 de ani terestri. De aceea, ei interpreteaza expresia distantei la care se afla acum
semnalul radio ca pe o functie d al carei domeniu de definitie este [0; +0).

Precizeaza elementele functiei care descrie distanta parcursa de semnalul radio. Reprezinta
grafic functia, dupa ce ai ales o unitate de masura convenabila.

o0 > Problema rezolvata
Se considera functia /- D - R, f(x) =2x-3,unde D= {x‘x eR,

X|S1}. Determina:
a) domeniul de definitie al functiei f; b) multimea F'= {x € D|f(x) € Z}.

Rezolvare: a)[x|<1 & -1<x<1. Rezultdca D =[-1; 1] este domeniul de definitie al functiei f.

k
b) f(x) €Z deci 2x -3 €Z adicd 2x € Z.Obtinem x=_,cu k € Z;cum x € [1; 1], rezult %e[—m]

Avem k€[-2;21NZ. Rezultd F={-1;-0,5;0;0,5; 1}.
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o0 > Probleme propuse

*

1. Asociaza fiecarei functii din lista urmatoare
unul dintre cuvintele: dreapta, semidreapta,
segment, alegand cuvantul ce exprima forma
graficului.

3. Identifica domeniul de definitie si reprezinta
grafic functiile de forma x = ax + b
corespunzatoare tabelelor:

a) x |-o -1 0) +o0

a) fi(-0;-2] > R, f(x)=2x+1; o
b) g:(-1;1]->R, gx)=-x+2; s )
du:R-oR, ux)=1; b) X (-3 -1) +o0
d) v:(0;3) = R, v(x) =x. g (-1 -3)

2. Adevdrat sau fals? ® <) x |- (<1 2 +00
Imaginga prezinta graficul ¢ A (x) (-3 1
functiei f:[0;2] - R,
fx)=x+1. d x|~ 1 2] +o0

u (x) [0 1]
* %

4. Reprezinta grafic functiile:
a) 102l >R, fx)=x+1;
b) g:(-0; 1] > R, glx) = —x;
c) h:[1;3) > R, h(x) =0,5x -1;
d) u:[0;4+) - R, ulx)=x-3;
e)v:(-1;2)-» R, vix)=2x-1;

f)d:R-> R, dix)=-x+3.
0.8 .8 ¢

5. In rezervorul unei masini Dacia incap 42 / de

benzina si aceasta consuma in medie 6 / de
benzina la 100 km. Ce cantitate de benzina
va fi in rezervor dupa ce masina a parcurs:
a) 10 km; b)30km; c¢) 120 km; d) 300 km?
Reprezinta grafic functia ce descrie cantitatea
de benzina din rezervor, in functie de distanta
parcursa de masina.

6.Fie f:[1;2] > R, f(x)sz_1
a) Reprezinta grafic functia f.

b) Determina punctele de pe graficul lui f cu
ambele coordonate numere intregi.

7. Se considera f: 4 — R, exprimata prin
f(x)=x+2,unded={x|x€eRsix<2.
a) Expliciteaza domeniul lui f-

b) Reprezinta grafic functia f.
c) Seafla P(3;5) pe graficul lui 17

8. In urma unei reduceri de preturi, articolele
dintr-un magazin s-au ieftinit cu 15%.
Exprima legea de corespondenta dintre
vechiul pret si noul pret. Reprezinta grafic
functia corespunzdtoare.

9. Un autocar a plecat din lasi, la ora 14. Autocarul
#2> merge cu viteza medie de 60 km/h, timp de 3 ore.
.o a) Reprezinta grafic variatia distantei ca
functie de timp.
b) Determina pe grafic distanta fata de lasi
la care se afla autocarul la ora 14:45.

* kK
10. Reprezinta grafic perimetrul 4
0 triunghiului din imagine, ca functie x 2
de lungimea x a laturii AB. i \
I B3

(X > Alege si rezolvd in 5 minute!

Reprezinta grafic, intr-un
reper cartezian, functia

fi-23]1>R, fl=x-2. f)=2

94

C

Reprezinta grafic, intr-un
reper cartezian, functia
fi[2;+00)> R,

11. Apa dintr-un acvariu cu capacitatea de 300/ se
scurge printr-un robinet, cu debitul de 1,5 // min.
Reprezinta grafic functia care descrie cantitatea
de apa ramasa in acvariu, ca functie de timp.

Exprima lungimea L a unui
dreptunghi cu perimetrul de

8 cm in functie de latimea [si
reprezinta grafic, intr-un reper
cartezian, functia astfel obtinuta.
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Lecturi grafice

o0 > O situatie-problema

Pentru a calcula noile preturi in urma unei scumpiri, un vanzator ’;’:5
a alcatuit graficul alaturat. Care este noul pret al unui articol care
inainte de scumpire costa 50 lei? Dar vechiul pret al unui articol 24

care acum costa 40 lei?

m))/ Cum citim/deducem informatii

12 4

semnificative din graficul unei functii? 0]

'Y > Sd observam!

interpretate si deduse prin ,lecturi grafice”.

De exemplu, analizand imaginea alaturata, putem deduce ca:
@ Aceasta este reprezentarea grafica a unei functii de forma f'(x) = ax + b;
@ Domeniul de definitie al functiei este [-2; +o0);

© Punctele de coordonate (-2; -1) si (0; 0) apartin graficului functiei, -2 0

! : Pret
10 20 h

vechi

Reprezentarea geometricd a graficului unei functii numerice transmite informatii diverse, ce pot fi

y

deci f(-2)=-1si £(0)=0; !
O Multimea valorilor functiei f este [-1; +o0).

Argumenteaza toate afirmatiile de mai sus.

Folosind acelasi grafic, putem calcula diverse valori ale functiei, sau putem rezo
De exemplu:

4.6 Lecturi grafice

Gandim critic

si constructiv!

Iva grafic unele ecuatii.

Pentru a calcula f(4): Pentru a rezolva ecuatia f(x) = 1:
@ construim dreapta @ construim dreapta
L Y : . . y
verticala ce trece : orizontala ce trece
prin punctul | prin punctul
de abscisa 4; 29t : de ordonata 1; 1
@ determinam punctul =2 ; @ determindm punctul -2 o] _~ '
de intersectie ' 14 4 x de intersectie | 14 ) X
a graficului cu ; a graficului cu
aceasta dreapta aceasta dreapta;
© identificam ordonata acestui punct. © identificam abscisa acestui punct.
Obtinem: f'(4) = 2. Obtinem: solutia ecuatiei f(x) =1 estex =2.
y |
Notdm cu f functia care descrie noul pret al articolelor. Din grafic, deducem ca L ey’ :
f:(0; +0) = R, ca f este o functie de forma x = ax + b sica punctele 4(10;12) 40 E
si B(20; 24) apartin graficului functiei. T v
Pentru a afla informatiile cerute, trasam graficul pe o foaie cu patratele sialegem  24+---- ,
o unitate de masurd adecvata. Aplicand pasii indicati mai sus, obtinem ca: 5
- un articol de 50 lei va costa, dupa scumpire, 60 lei; , y 550
- un articol care costa, dupa scumpire, 40 lei, a costat aproximativ 33 lei. o 2033 ¢ X




o0 > Sa comparam

Tic a reprezentat, intr-un sistem de axe, punctele 4(0;1), B(1;3) si C(14;28). Ana si Liza au vrut sa stie daca
aceste puncte sunt coliniare insa ele nu au putut decide doar privind reprezentarea. De aceea, au preferat
sa calculeze.

Rezolvarea Anei Rezolvarea Lizei
Determinam functia /- R—-> R, f(x) =ax + b, Punctele 4, B si C sunt coliniare daca
al carei grafic este dreapta AB. AB + BC = AC. Aflam lungimile segmentelor:
A DE G = jlO=1 = b=1. AB=+5, BC=194, AC= 925
B(1;3)€ G, > f(1)=3 = a+b=3 =
= g4+41=3 = g=2 Trebuie sa stabilim daca \/§+ V794 = /925 i,
Asadar, dreapta AB este graficul functiei pentru aceasta, aproximam:
fFTR-R, f(x)=2x+1.
Atunci, CEAB & (14,28)€G, & 5+ V794 ~ 2,3 +282=30,5 7925 ~30,5.
f(14) = 28 ceea ce este fals. ABﬂ‘BC:AC~ o
Deci, punctele 4, B si C nu sunt coliniare. Deci punctele 4, B, C sunt coliniare.

Observam ca Ana si Liza au obtinut raspunsuri diferite. Motivul este ca, atunci cand lucram cu valori
aproximative, concluziile pot fi gresite!
De aceea, pentru a demonstra ca trei puncte raportate la acelasi sistem de coordonate sunt coliniare, este
util sa procedam astfel:
@ determinam o functie de forma f/: R—R, f(x) = ax + b, al carei grafic este dreapta ce trece prin
doua dintre punctele date;
@ verificdm daca al treilea punct apartine graficului acestei functii.

o0 > Problemd rezolvata

a) Reprezinta grafic, in acelasi sistem de axe, functiile £ g : R—R, f(x) =2 5 4, (x) =3 -2xsi
determina coordonatele punctului de intersectie a graficelor.
. RN : o x—2y=4
b) Explica ce legdtura exista intre coordonatele determinate si sistemul dxty=3"

Rezolvare:
a) Completam tabele de valori pentru cele doua functii si le reprezentam grafic, in acelasi sistem de axe.

x|o 4  x]o 1
fwl-2 0 gw|3 1

Observam ca cele doua grafice se intersecteaza in punctul M, ale carui coordonate
sunt (2; -1).
b) Un punct de coordonate (x; y) este punctul de intersectie a celor doua grafice \

Y

daca sinumaidaca f(x)=y si g(x)=y.
x—4
Y= o x—2y:4. (0] X
2x+y=3

y=3-2x

Altfel spus: coordonatele punctului de intersectie a graficelor
celor doua functii constituie solutia sistemului din enunt.

'Y > Evaludm nivelul de baza

Determina intersectiile dintre graficul functiei reprezentata alaturat
si axele sistemului de coordonate.
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o0 > Probleme propuse

Q) fO); £(1). 0‘ \ X

2. Calculeaza lungimea graficului functiei
f:00;21 = R, f(x)=4-2x.

*

1. Pentru functia f reprezentata ). 3. Calculeaza aria triunghiului ABO, unde 4 si B sunt
grafic in imaginea alaturata, 2 punctele de intersectie cu axele ale reprezentarii
precizeaza domeniul de 2 graficeafunctiei f: R->R, f(x)=-x+1.
definitie, apoi determina 4. Propune doua functii de forma x = ax + b,

definite pe multimea numerelor reale, ale caror
grafice se intersecteaza in punctul de coordonate
(1; 1). Verifica apoi daca ai avut dreptate,
reprezentand grafic functiile propuse de tine.

* %
5. Determina domeniul, multimea valorilor
si descrie printr-o formula functiile ale caror
grafice sunt reprezentate mai jos:

6.1n figura alaturat3 este
reprezentat graficul functiei
fTR-R, fx)=x+2.
Determind coordonatele
punctelor 4, B si C
marcate pe grafic.
Calculeaza AB si AC.

7. Reprezentarea graficd a
functiei f este dreapta

AB, unde 4(0; 1), B(2; 2). 4 B
a) Foloseste trapezul :
dreptunghic OABC din 0| C

figura, pentru a calcula f(1).
b) Determina expresia functiei f, apoi verifica
prin calcul rezultatul de la a).

8. Reprezinta in acelasi sistem de axe functiile
g R>R, f(x)=2x+5, gx)=2-x.
Determina coordonatele punctului de
intersectie a celor doua grafice.

Verifica prin calcul daca ai avut dreptate.

9. Reprezinta in acelasi sistem de axe graficele
functiilor f: R->R, f(x)=2x+1, g:R-> R,
gx)=2x-3, h:R->R, & (x) =2x. Ce observi?

* kK
10. Graficul functiei g este reprezentat in
imaginea de mai jos.

Y
2

1
-2 0' \ X
a) Precizeaza domeniul de definitie al functiei.
b) Calculeaza g (-2), g (1) sig (-1).
c) Observd imaginea, apoi rezolvd inecuatia
gx)<0.

11. Investigatie. O agentie de turism ofera doua
variante de platd, esalonata pe mai multe luni,
pentru o excursie.

Varianta 1: Platd initiald: 300 lei. Rate lunare: 50 lei
Varianta 2: Platd initiald: 50 lei. Rate lunare: 100 lei
a) Asociaza fiecarei variante cate o functie.

b) Reprezinta grafic cele doua functii, in acelasi
sistem de coordonate, alegand unitati de
masura convenabile. ¢) Observa graficele, apoi
afla dupa cate luni pot fi colectate aceleasi
sume, in cele doua variante de plata.

*hhKk
12. In figurd sunt reprezentate "W G

graficele a trei functii.
Arata ca originea

sistemului de axe este
centrul de greutate al
triunghiului format de cele
trei grafice.

13. Observa figura, y

apoi calculeaza \

aria dreptunghiului
T rd
2 01 3 x

evidentiat prin
culoare.

Fisa pentru portofoliu. Alege si rezolva doua probleme dintre cele propuse in aceasta lectie.
Redacteaza rezolvarea, completand toate detaliile si calculele facute si include aceasta fisa in portofoliul final.

4.6 Lecturi grafice
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Organizarea datelor statistice. Frecvente

o0 > O situatie-problema
La simularea evaluarii nationale la matematica, elevii unei scoli au obtinut urmatoarele note:
8,45;9,20; 5,60; 10; 4,75; 7,80; 9,65; 3,80; 4,55; 5,80; 10; 6,65; 6,20; 7,35; 7,15; 8,60; 8,90; 9,45; 9,15;
9,20; 7,15; 6,25; 4,60; 8,35; 7,80.

Ei ar dori sa li se prezinte aceste rezultate intr-o forma mai clarg, astfel incat sa poatad intelege mai bine
rezultatele intregului grup.

m))/ Cum putem organiza si reprezenta seturi de date astfel incat sa obtinem cat mai
multe informatii semnificative?

| Definitii )))
Rezultatele elevilor la simularea evaluarii nationale reprezinta un exemplu de date statistice.

Q Un studiu statistic inseamna culegerea, prelucrarea, analiza si interpretarea unor date statistice.
Datele culese in cadrul unui studiu statistic pot fi grupate in categorii (numite si clase statistice),
pe baza unui anumit criteriu. Criteriul dupa care se face impartirea datelor pe categorii se numeste
caracteristica studiului.

Numarul de participanti la un studiu se numeste efectivul acelui studiu. Numarul de participanti
inscrisi intr-o anumita clasa statistica reprezinta frecventa absoluta a acelei clase. Raportul dintre
frecventa absoluta a unei clase statistice si numarul de participanti la studiu este frecventa relativa
a acelei clase statistice; de regula, aceasta se exprima procentual.

® ® © = > Rezolvdm situatia-problema

Pentru analiza rezultatelor simularii evaluarii nationale, putem folosi diverse criterii; fiecare dintre
acestea impart rezultatele elevilor in alte categorii. De exemplu, criteriul (caracteristica) ,promovabilitate”
determina doua categorii (clase statistice), in care sunt grupate notele mai mici decat 5, respectiv notele
mai mari sau egale cu 5. Tn acest caz, rezultatele elevilor din scoala la simularea evaluarii nationale pot fi
prezentate astfel:

Interval de notare | Frecventa absolutd | Frecventa relativa
1-4,99 4 16%
5-10 21 84%

d

Daca folosim insa criteriul ,calificative” (ce corespunde, in mare, unor aprecieri de tip ,foarte bine",,bine’,
,suficient” sau ,insuficient”), atunci rezultatele sunt grupate in 4 clase statistice: note intre 1 si 4,99; note
intre 5,00 si 7,99; note intre 8,00 si 9,99; note de 10. Folosind aceasta caracteristica, rezultatele elevilor
din scoala sunt cele din tabelul urmator, care detaliaza mai bine situatia analizata.

Interval de notare | Frecventa absoluta | Frecventa relativd

1-4,99 4 16%
5-7,99 10 40%
8-9,99 9 36%
Nota 10 2 8%

Explica de ce suma frecventelor relative ale claselor statistice este, de fiecare dats, ( Gandim critic
egala cu 1 (sau 100%).

si constructiv!
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'Y > Problemd rezolvata

In tabelul alaturat, sunt

inregistrate rezultatele naltimea | (g5,95) [95;105) [105;115) [115:125) [125,135) [135;145)
masurarii inaltimii elevilor Numar

din clasele primare clevi 18 50 170 131 83 48
ale unei scoli.

1. Determina:
a) numarul total de elevi participanti la studiu;

b) frecventa absoluta a clasei [115; 125); 180

c) frecventa relativa a clasei [95; 105). 128

2. Reprezinta datele inregistrate in tabel printr-un grafic cu bare. 120
Rezolvare: ! Zg
1. a) Numarul total de elevi este suma efectivelor celor 6 categorii: 60
18+ 50+ 170+ 131 + 83 + 48 =500; 40

b) frecventa absolutd a clasei [115; 125) este 131, adica este 22

numarul de elevi care au indltimea in acest interval;

1

5 o o~
) frecventa relativa a clasei [95; 105) este ——=—. n )
’ 500 10 B numar elevi

2. Graficul corespunzator este redat alaturat.

L 1 1 1 W
S — N <
< T T T
o o S Vs B Y B Vo
(=) — [2a]

- - - -

Interval de notare Numar

Pentru situatia-problema din aceasta lectie, organizeaza Note 1-4,99

rezultatele elevilor la simularea evaluarii nationale, folosind Note 55,99

caracteristica ,transe de note” (utilizata si de Ministerul Educatiei, Note 6 - 6,99

pentru analize statistice), in care clasele statistice sunt cele din Note 7-7,99

tabelul alaturat. Note 8 — 8,99

Calculeaza apoi frecventa relativa a fiecdrei categorii. Note 9 -9,99

Note de 10
*

1. Calculeaza efectivul total si frecventa relativa 3. Pentru clasa ta, foloseste criteriul ,gen”
pentru fiecare categorie a studiului statistic (cu categoriile: fete/ baieti) si prezinta datele
prezentat in tabelul urmator. statistice sub forma de tabel si de diagrama

Categorie | A B C D circulara. Calculeaza frecventa relativa a

Efectiv |225 300 150 325 fiecarei clase statistice din studiul tau.

4. Profesorul de matematica a verificat temele
suplimentare lucrate de elevii unei clase
si a alcatuit tabelul de mai jos.

2. Intr-un studiu de caz realizat intr-o scoala,
elevii au raspuns la intrebarea: ,Cat de
pregatit(a) te consideri pentru examen?”. Elevii
au raspuns astfel: 75 de elevi — ,Foarte bine”, Nr. probleme| 04 58 9-12 13-16
102 elevi - ,Bine”, 64 de elevi - ,Satisfacator” Nr. elevi | 3 18 7 2
si 24 de elevi — ,Insuficient”.

a) Organizeaza datele culese intr-un tabel.

b) Calculeaza efectivul total al studiului.

c) Precizeaza frecventele absolute ale claselor
,Bine” si ,Insuficient”.

d) Reprezinta grafic datele culese.

a) Precizeaza caracteristica studiului.

b) Determina numarul total de participanti.

¢) In care clasa statistica sunt cei mai multi
elevi?

d) Reprezinta grafic datele din tabel.
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5. Alege raspunsul corect! Care dintre diagramele
de mai jos prezinta grafic datele inregistrate
in tabel?

Categorie | A B C

Efectiv. | 75 25 100
a)‘. b" C)"
mA =B =C mA =B =mC mA =B mC

6. Tabelul prezinta statistica vanzarilor de
autoturisme Dacia in trei ani consecutivi.
Identifica caracteristica studiului, categoriile
si frecventele relative ale acestora.

An Vanzadri Dacia
Total in Romania
2022 573.800 40.179
2023 658.321 46.124
2024 676.340 45.729

Sursa: Grup Renault

188 ¢

7. In diagrama circulara de mai jos, sunt
prezentate optiunile elevilor claselor a Vill-a
dintr-o scoald, cu privire la alegerea liceului
la care doresc sa studieze dupa absolvire.

Optiuni

6%

1% ‘
12%

8%

B matematicd-informatica
MW stiintele naturii

filologie

stiinte sociale

Il economic
M tehnologic

18%

a) Pentru ce profil au optat cei mai multi
elevi?

b) Cati elevi de clasa a opta sunt in scoala,
daca 12 elevi au ales profilul tehnologic?

) Care este frecventa absoluta pentru stiinte
sociale?

8. Completeaza tabelul urmator, referitor la
punctajele obtinute la un concurs.

Punctajul | 1-10 11-20 21-30 31-40
Efectivul 60 80
Frecventa | 20% 10%

9. Institutul National de Statistica (INS) a publicat

211, urmatoarele date despre turism, pentru

,? primele 9 luni din 2024:
Numdrul total de zile de cazare a fost de
24,099 milioane, inregistrdnd o crestere de 3,3%
fata de anul precedent. Din acestea, 84,3%
au fost realizate de turisti romani, iar restul de
15,7% de turisti straini. (https://insse.ro/cms/ )
Calculeaza:
a) numarul de turisti romani din perioada
analizata; b) numarul de zile de cazare din
primele 9 luni ale anului 2023.

18,88 ¢

10. Realizeaza un studiu statistic, la care participa
:13. colegii tdi, referitor la durata deplasarii
,? de acasa pana la scoald. Organizeaza datele
@ i propune reprezentari grafice adecvate

ale acestora, folosind grafice cu bare

si diagrame circulare.

Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

iulie

august

Luna |

septembrie

11. Ana vrea sa reprezinte rezultatele colegilor la
test printr-o diagrama circulara. Care este
masura unghiului la centru al sectorului in care
apare nota 8?

Nota |4 5 6 7 8 9 10
Numardeelevi 2 3 3 6 5 3 3

Vanzadrile de televizoare de la un magazin de electronice, din semestrul al doilea, sunt urmatoarele:

decembrie

noiembrie

octombrie

120

100

Nr. aparate |

Calculeaza efectivul
total al studiului.

100

Determina cate aparate s-au vandut in
plus in luna cu cele mai bune vanzari
fata de luna cu cele mai slabe vanzari.

160

255

385

Exprima in procente totalul
vanzdrilor inregistrate in
ultimele trei luni mentionate.

Unitatea de invatare 4: Functii si elemente de statistica



Interpretarea datelor statistice.
Indicatori ai tendintei centrale

® ® o - > Osituatie-problema Ziua | Nr.de grupuri
Directorul unui muzeu a alcatuit o statistica cu numarul grupurilor de L 50
elevi care au vizitat muzeul, in cadrul programului Scoala altfel: datele sunt M 54
prezentate in tabelul alaturat. Cum ar trebui sa prelucreze si sa foloseasca M 46
conducerea muzeului aceste date, pentru a lua decizii argumentate? ) 68
))/ Care sunt indicatorii cu ajutorul carora putem analiza Vv 42

si interpreta semnificatia unui set de date statistice?

'Y > Sd analizam!

Notele obtinute la un test de elevii claselor a Vlll-a A si a Vlll-a B sunt prezentate in tabelele urmatoare.

ClasaaVill-a A ClasaaVlll-aB
Nota 3 4 5 6 7 8 9 10 Nota 5 6 7 8 9 10

Numardeelevi| 1 2 2 3 7 4 5 1 Numardeelevi| 4 8 1 8 1 2
Pentru a interpreta sia compara rezultatele elevilor celor doua clase, putem folosi urmatorii indicatori statistici:
Definitii Exemple

Populatia - reprezinta in clasa a Vlll-a A sunt 25 de elevi, iar in clasa a Vll-a B sunt 24 de elevi.
numarul de participanti Aceste numere reprezinta populatia studiului.

Media - se calculeaza Mediile celor doua clase sunt:

prin insumarea valorilor si M ~3-1+4-2+5-2+6-3+7-7+8-4+9-5+10-1 _ 7

impartirea la numarul lor. 4 25

5-4+6-8+7-1+8-8+9-1+10-2 _7
g 24
Modul (dominanta) - este Modul este 7 pentru clasa a Vlll-a A, deoarece nota 7 a fost luata de

clasa statistica (valoarea) care | cei mai multi elevi.
apare cel mai multin setul de | Seria de note de la clasa a VllI-a B are doua valori modale: 6 si 8.
valori.

Mediana - este numarul situat | Pentru clasa a VllI-a A, seria notelor in ordine crescatoare este:
la mijloc sau media celor doua  3;4;4;5;5;6;6;6;7,7;7;7,7;7,7,8;8;8,8;,9,9;9,9; 9; 10.

numere care sunt situate la Mediana este 7: aceasta este nota de pe pozitia a 13-a (situata la
mijloc, in ordinea crescatoare a mijloc).
valorilor. Pentru clasa a Vlll-a B, seria notelor in ordine crescatoare este:

5;5;5;5;6;6;6;6;6;6;6;6;7;8;8;8;8;8;8;8;8;,9,10; 10.
Mediana este egala cu 6,5, deoarece la mijloc (pe pozitiile 12 si 13) se
afla notele 6 si 7.

Amplitudinea - este diferenta  Pentru clasa a Vlll-a A, amplitudinea setului de date este 10 -3 =7, iar
dintre cea mai mare si cea mai | pentru clasa a Vlll-a B este 10 -5 =5.
mica valoare din setul de date.

Folosind indicatorii statistici calculati mai sus, putem formula urmatoarele concluzii:

« Cele doua clase au aceeasi medie a notelor la test.

« La clasa a Vlll-a A exista o mai mare imprastiere a notelor, evidentiata de amplitudinea mai mare. Exista
o singura dominanta, deoarece cei mai multi elevi au nota 7.

» La clasa a VllI-a B sunt mai multe note mici decat la clasa a Vlll-a A, deoarece mediana este mai mica.
La aceasta clasd, notele sunt insa mai "grupate”.
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o0 > Rezolvam situatia-problem

in exemplele anterioare, am lucrat cu un numar mic de date. Daca insa numarul
datelor cu care lucram este foarte mare, iar acestea sunt impartite pe clase

Pentru datele luate in considerare de conducerea muzeului, indicatorii statistici sunt:

Media = 52; Mediana = 50; Amplitudinea = 26. Aceste date arata cd, in medie, muzeul a fost vizitat
in sdptamana Scoala altfel de 52 de grupuri zilnic, cele mai multe grupuri fiind in ziua de joi (68).
Exista o diferenta destul de mare de vizitatori intre diferite zile - unele zile au fost foarte aglomerate.
De aceea, pentru viitor, conducerea muzeului a decis sa organizeze vizitele pe baza unor programari
facute din timp.

Gandim critic

si constructiv!

reprezentate de intervalele [al,az), [02,613),..., [an,an+1), atunci valorile Xx,,
X5, X, din formula mediei se inlocuiesc cu valorile corespunzatoare mijloacelor
intervalelor, adica (a1 + az):2 ; (a2 +a3):2,..., (an +an+1):2 .

Sa consideram, de exemplu, rezultatele evaluarii nationale la matematica din 2024, publicate de
Ministerul Educatiei (https://www.edu.ro/comunicat_presa_19_2024_sinteza_rezultate_simulare_
ENVIII2024), prezentate in tabelul urmator.

Interval de notare | 1-499 5-599 6-699 7-799 8-899 9-10

Frecventa (%)

| 27%  24%  15%  13%

1%  10%

in lipsa altor informatii, putem reorganiza aceste date statistice considerand, in locul claselor statistice
determinate de intervalele de notare, nota din mijlocul acestor intervale. Obtinem rezultatele statistice
urmatoare:

Notamedie | 3 55 65 75

9,5

Frecventa (%)

| 27%  24%  15%  13%

1%  10%

Foloseste datele ,simplificate” si estimeaza media tuturor celor 214.692 note la matematica de la
examenul de evaluare nationala din 2024.

'Y > Evaludm nivelul de baza

*

in echipa de atletism a scolii sunt: 2 elevi cu varsta de 11 ani, 4 elevi de 12 ani, 5 elevi de 13 ani si 4 elevi de
14 ani. 1. Calculeaza varsta medie a elevilor echipei de atletism. 2. Precizeaza dominanta setului de date.

) > Probleme propuse

1. Adevdrat sau fals? Daca media notelor obtinute

de elevii unei clase la un test este 8, atunci
exista sigur un elev care a luat nota 8.

Pentru a fiadmis la un club de stiinte, un elev
trebuie sa obtind minim nota 9 ca medie
ponderata a mediilor de la matematicd, fizica,
chimie si biologie, cu ponderile 3, 3, 2, respectiv
2.Va fi admis la club un elev cu media 9 la
matematica, 8 la fizicd, 10 la chimie si biologie?

. Completeaza un tabel de date, pentru a arata de

cate ori apare fiecare litera in propozitia: ACESTA
ESTE UN STUDIU STATISTIC FOARTE INTERESANT.
Calculeaza apoi dominanta setului de date si
media frecventelor de aparitie a literelor.

102

4. Copiii dintr-un grup au declarat ca parintii ii lasa

sd petreaca zilnic la calculator: 45 min, 1 h 30
min, 1 h, 30 min, 1 h 15 min, 1 h 45 min.
Afla amplitudinea setului de date prezentate.

. Temperaturile inregistrate intr-o localitate,

timp de 10 zile, sunt urmatoarele: 12°C, 11°C,
10°C, 12°C, 9°C, 11°C, 11°C, 8°C, 9°C, 10°C.
Determina: temperatura medie a perioadei;
modul si mediana setului de date.

. Alege rdspunsul corect! Un magazin sportiv ofera

la vanzare biciclete cu preturi intre 900 lei si

2300 lei. Care dintre urmatoarele nu ar putea fi
valoarea medie a preturilor celor 250 de biciclete
din magazin? A) 1600 B)2200 C)900 D) 1000

Unitatea de invatare 4: Functii si elemente de statistica



o0 > Probleme propuse

* &

7. Alege rdaspunsul corect! Dintre afirmatiile
urmatoare, cea care foloseste media unui set de
date este:

a) Consumul de alcool este cauza pentru mai
mult de jumatate din accidentele de circulatie.

b) Conform recensdamantului populatiei,
in Romania exista 82 locuitori/km?.

) La vanzarile de pantofi pentru barbati,
masura cea mai vanduta este 27.

d) Anul trecut, in Oradea au venit aproximativ

237.000 de turisti.
*hk

8. Care ar putea fi cele 8 note primite de un elev la
matematica, daca media acestor note este 7,25,
mediana este 7,5, iar amplitudinea setului de

note este 67

Propune cel putin doua solutii.
123435

9. Precizeaza media si
mediana setului de date
reprezentate alaturat,
fara a face calcule!

O N & O ®

10. Intr-o papetarie se gdsesc modele de pixuri
cu preturi diferite. Administratorul face
@ inventarul si completeaza tabelul:

Pret(lei/pix | 4 5 6 8 10 15

Numar pixuri [280 225 180 152 158 40

b) cate pixuri cu pretul mai mic de 8 lei sunt in

depozit; ) pretul mediu al unui pix;

d) amplitudinea, dominanta si mediana seriei.
* Kk Kk

Determina: a) cate pixuri sunt in total in depozit;

11. La o banca se noteaza depunerile zilnice.

Joi s-au inregistrat datele din tabel.

Suma in

mii de lei [0;2) [2;5) [5;10) [10;20) [20;50]
dNr'de ‘ 45 54 24 12 8
epuneri

Determina: a) modul setului de date;

b) amplitudinea setului;
c) valoarea medie a depunerilor;
d) numarul de depuneri de cel putin 5000 lei.

12. Investigatie. Tabelul prezinta frecventa
literelor in cuvinte din limba romana.

% % % %
A (103 F [14| L [43]5S/5]|60
AA|55| G |09 | M [34|T/T|69
B |10 H |04 N |66]| U |61
C |56| I [104] O |39V |12
D [35] J 02| P [31] X |01
E 11,7 K |01 R |67| Z |07

a) Alegem la intamplare o litera dintr-un text
oarecare in limba romana. Care litera este
cel mai probabil sa fi fost aleasa? De ce?

b) Folosind informatiile din tabel, incearca
sa descoperi ce mesaj a fost codificat mai
jos. (Fiecare simbol inlocuieste peste tot o
aceeasi litera, iar & inseamna spatiu.)

i [JUAvwD 2 30& PODIel@

FIAQ% +ADIR2 QH S EHIw

3PP vIPvH=E PO WWEHQIN A~
Q= [Bla vl 3le FAQE =[]

Qe Wie Ixl@eeAz UIEDRU= U=
AOVE & @Ua=jl
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13. Sportivii A si B se intrec
la proba de tir, in vederea
selectiei unuia din ei
pentru un concurs.
Rezultatele obtinute
sunt prezentate in tabel.

Punctaj [ 50 30 20 10 0
A 4 6 5 4 1
B 6 3 5 3 3

a) Pot fi departajati sportivii prin calculul
mediei setului de date?

b) Pentru fiecare dintre sportivi, precizeaza
mediana si dominanta setului de date.

¢) Antrenorul a decis sd ia in calcul doar cele
mai bune 10 rezultate. Care dintre sportivi ar
trebui ales pe baza acestor rezultate?

14. n cadrul unui studiu statistic, au fost calculate
media, mediana si dominanta (modul) pentru
preturile tuturor articolelor dintr-un magazin.
De Black Friday, a fost facuta o reducere cu 20%
a tuturor preturilor. Cum se modifica media,
mediana si modul pentru datele ce reprezinta
noile preturi?
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0 > Recapituldm prin prob

*
1. Decide care dintre corespondentele urmatoare

reprezinta o functie:

a) b) ¢+ |1 2 3
i@ ) | 2 4 6

 Ziwa |LMMJVSD
60 —- 80 50 60 90 70

Temperatura

d) /:{2;4;6} - {0; 3; 5},
f2)=5,f4)=3,f6)=0

* K

. Geo are, la matematica, notele: 9; 8;7; 10; 7; 9.

Calculeaza media si mediana notelor lui Geo.
Organizeaza aceste note intr-un tabel si apoi
reprezinta printr-un grafic cu bare aceste date.

Descrie printr-o diagrama si apoi printr-un
tabel functiile urmdtoare: a) f/:{-1; 2; 6} - R,
f)=x+1;b)f:{-2,-1;2,3} >R, f(x) =2-x.

Reprezinta grafic functiile urmatoare, intr-un
sistem ortogonal deaxe: a)f:R—> R, f(x)=x+2;
b)f:R-R, f(x)=4-2x; f:R->R, f(x)=-3.

5. Scrie cate o lege de corespondentd pentru fiecare
din functiile descrise in tabelele urmatoare.

(@) x | 3 5 23 7 05 -1
f(x)| 0 2 23-3 4 -25 -4
x | -3 -1 0 2 15 02

g()|-15 -5 0 52 75 1

x| -2 -1 0 1 2 3
hx) 4 1 -2 -5 -8 -1

6. Determina a € R pentru care punctul
A(-a, a + 6) apartine reprezentdrii grafice a
functiei f:R-> R, f(x)=-ax +4.

7. Determina coordonatele punctelor de
intersectie cu axele de coordonate ale graficelor
urmatoarelor functii: a)/:R-> R, f(x)=x+3;
b)f:R-oRf(x)=—x+6;¢)f:R->R,f(x)=3x+2.

* ke Kk

9.

10.

Reprezinta grafic, intr-un reper cartezian xOy,
urmatoarele functii: a) f:[-1;21 > R, f(X)=x+2;
b) /:(0;4) >R, f(x)=-2x+2; ¢ f:]0;3) > R,
fx)=x-5 d)f:(1;40) > R, f(x)=3.
Diagrama prezinta Numarul de ore petrecute
numarul de ore la antrenament
petrecute deTic la
antrenamentul de
tenis. Calculeaza
media, mediana,
modul si
amplitudinea pentru marti miercuri  joi  vineri sambatd
acest set de date.

La un test, elevii unei clase au obtinut

urmatoarele note: 9,7,7,8,4,6,5,6,7,8,8,10,4,

10,5,6,6,7,9,8,9,9,7,5.

a) Organizeaza datele culese intr-un tabel.

b) Reprezinta grafic datele.

c) Calculeaza media clasei, mediana, modul si
amplitudinea seriei de date.

11. Determina multimea ordonatelor punctelor
situate pe reprezentarea grafica a functiei
f:R->R,f(x)=-x+8,acaror abscisa este
mai mare decat 2.

TR KK

12.

Stabileste daca punctele sunt coliniare:
a) A(2;1), B(1;0), C(0;-1);

b) D(-2;3), E(-1;2), F(2;-1);

o) G(2;4), H(3;-1), K(-2,0).

14. Geo arealizat un grafic sugestiv cu castigatorii
campionatului mondial de fotbal.
a) Datele sunt proportionale cu raza, cu aria,
sau cu volumul mingilor din imagine?
b) Realizeaza o alta reprezentare a acestor date.
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13. Stabileste natura patrulaterului determinat de reprezentarile grafice ale functiilor f;: R— R, f; (x) = 2x,
HiR=R Lx)=2(x-2), :R->R, )=25si f2: R>R, fi(x) =-2sicalculeaza aria sa.

Brazilia Germania/ ltalia  Argentina
5 4 3

Unitatea de invatare 4: Functii si elemente de statistica



Cem&wi{,at?

Notiunea de functie

Modalitati de definire

| Graficul unei functii K

Imaginea geometrica
a graficului

Functii de forma
f:D-R, f(x)=ax+b

Medie
//

Organizarea datelor

Elemente de statistica 9| Indicatori P| Mediana

N

| Colectare, inregistrare, interpretare de date |

o0 > Rezolv testele pentru a verifica dacd pot:

¢ saidentific dependente functionale in situatii
date

e sa reprezint o functie in diverse moduri

e saformulez proprietati ale unei functii,
observand graficul acesteia

e sajustific coliniaritatea a trei puncte
reprezentate intr-un sistem cartezian

e sdinterpretez semnificatia indicatorilor
tendintei centrale a unui set de date

Utilizeaza schema de mai sus si adaugd in portofoliu elementele esentiale din lectiile unitatii 4,

YY) > Testul 1

1.

2,

3.

referitoare la conceptele mentionate.

Alege rdspunsul corect! In sirul de numere:
1,3,4,7, .., fiecare termen, incepand cu al
treilea, este suma celor doi termeni anteriori.
Urmatorul termen al sirului este:

a)10; b)11; < 13; d)15.

Reprezinta grafic functia /R - R,
f)=2x+1.
Consideram functia
f:R - R, al cérei grafic
este reprezentat

in imaginea alaturata.
Observa graficul, apoi:

a) precizeaza f(1);
b) rezolva inecuatia f(x) > 0.

e

Ol 1 T~

. Adevdrat sau fals? Punctele A(-1;0); B(0; 1) si

C(34; 35) sunt coliniare.

. In tabelul de mai jos este inregistrata durata,

in minute, a drumului pana la scoala parcurs

de elevii unei clase.

a) Calculeaza durata medie a drumului.

b) Determina dominanta (modul) seriei statistice
date.

Timpul | (0;5] (5101 (10;15] (15:20] (20;25]
Nr.elevi | 4 12 10 3 1

Unitatea de invatare 4: Functii si elemente de statisticd

YY) > Testul 2

1. Alege rdspunsul corect! Tn sirul de numere:

1,2, 3,6, .., fiecare termen, incepand cu al
treilea, este suma tuturor termenilor anteriori.
Urmatorul termen al sirului este:

a)9;, b)10; < 11; d)12.

. Reprezinta grafic functia f:{-1;0; 1} - R,
f)=2-x.

. Consideram functia y

f:D - R, al carei grafic
este reprezentat

in imaginea alaturata.
Observa graficul, apoi:

a) precizeaza multimea D;

b) rezolva ecuatia f(x) =1.

. Adevdrat sau fals? Punctele A(1;0); B(2; 1) si

C(44; 45) sunt coliniare.

. In tabelul de mai jos sunt inregistrate

temperaturile masurate in grade Celsius
de la o statie meteo, in decurs de o luna.
a) Calculeaza frecventa relativa, exprimata
in procente pentru temperatura de 13%
b) Determina temperatura medie a lunii respective.

Temperatura| 10° 11° 127 13 14" 15°
Nr.dezile | 4 2 8 5 5 6

105



6 Puncte, drepte, plane, corpuri geometrice.

8% |
?g Proiect: De la plm» la JMW

° Plan de lucru

= Scop: Veti confectiona corpuri geometrice, ale caror
proprietati le veti explora in aceasta unitate de invatare.

= Materiale necesare: coli de carton subtire, rigl3,
compas, foarfeca, banda scotch, markere colorate.

(>
Lucratiin echipe de cate trei, patru sau cinci colegi!
= Realizati corpuri geometrice, folosind
desfasurdrile din imaginea alaturatd, dupa ce 9
le-ati desenat si colorat pe carton subtire.
= Puneti-va imaginatia la incercare si creati
compozitii plastice.

= Atasati o fisd cu probleme propuse si probleme
rezolvate despre corpurile pe care le-ati realizat.

Pentru inceput:

= Observati ca in fiecare desen apare cel putin G
un patrat.
= Considerand latura patratului egala cu 1 dm, 9
determinati perimetrul fiecarei figuri, tinand cont
de faptul ca fiecare poligon este regulat, iar doua
laturi care au un varf comun sunt congruente.

e Interactionatiin echipa voastra, realizati corpuri o

geometrice si propuneti probleme despre acestea,
apoi prezentatiin clasa rezultatele proiectului.

\\§ Q
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° Autoevaluare

~/

v/ Rezolva problemele si alege raspunsurile corecte, pentru a verifica ce stii la inceput de unitate de invatare.

1. Masura unui unghi al unui hexagon regulat este: = 3. Dreptele a si b din figura sunt
A)90° B)60° C)30° D)120° paralele. Masura unghiului 120° a
. . notat cu x este de:
2. Figura este formata prin A

alipirea unui patrat si a patru A)90°  B)100°
triunghiuri echilaterale. C)110° D)120°

4., Perimetrul unui triunghi echilateral este de 24 cm.
de 16 cm, atunci lungimea Lungimea unei linii mijlocii a triunghiului este:
segmentului AB (in cm) este: A)12cm B)16cm C)6cm D)4cm
A) 4 B) 2(1+\/§) 5. Suma lungimilor tuturor muchiilor unui cub
este 36 cm. Aria unei fete a cubului este:
SENE D)6 A) 9 cm? B)6cm? C)3cm? D)1296cm?

40°

Daca perimetrul figurii este
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Ce stiu deja? Verific!

Test de (auto)evaluare Timp de lucru: 45 minute

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni si rezultate necesare pentru parcurgerea acestei
Unitati de invatare. Fiecare problema propusa valoreaza 1 punct. Se acorda 1 punct din oficiu.

I. Scrie pe foaia de rezolvare cuvintele sau rezultatele care, inscrise in spatiile punctate formeazd enunturi
adevdrate.

1. Dreptele a si b din figura sunt drepte paralele.
Unghiurile congruente, marcate prin culoare
pe figura, se numesc unghiuri ...

Drepte paralele
taiate de o secantea

2. Numarul muchiilor unui cub este ...

&5
3. Cele trei drepte concurente din imagine formeaza, %

Cubul

Unghiul a doua
drepte

doua cate doud, unghiuri de masuri egale.
Masura fiecarui unghi este de ... °.

Centrul de 4.1n orice triunghi, centrul de greutate este punctul
greutate de intersectie a ... triunghiului.

Il. Scrie pe foaia de rezolvare litera corespunzdtoare raspunsului corect pentru problemele urmdtoare.

Proprietati ale 5. Unul dintre unghiurile paralelogramul din imagine
paralelogramului are masura de 48°. Masura unghiului reprezentat prin
culoare pe figura este de:

AL/U

A) 48° B) 90° C) 120° D) 132°

A

Linia mijlocie 6. 1n figura alaturata, punctele D, E si F sunt mijloacele
in triunghi segmentelor pe care se afla. Daca AC = 12 cm, atunci D

B C

lungimea segmentului EF, exprimata in cm, este:
A) 2 B)3 Q4 D)6

lll. Scrie pe foaia de rezolvare solutiile complete ale problemelor urmdtoare.

Linia mijlocie 7.Un trapez din hartie este tdiat de-a lungul liniei sale mijlocii.
in trapez Demonstreaza ca, prin alaturarea intr-un anumit fel a celor doua parti
astfel obtinute, se poate forma un paralelogram.
8. Deseneaza un triunghi si liniile mijlocii ale acestuia. Traseaza apoi o dreapta ce

intersecteaza laturile si liniile mijlocii ale triunghiului (sau prelungirile acestora)
in cat mai putine puncte. Justifica raspunsul.

Pozitii relative ale
dreptelor din plan

. 9.1n figura alaturata apar doua paralelograme \ \
Proprietati ale 9 < ap parai€log N\
# cu o latura comuna. Demonstreaza ca dreptele
dreptelor paralele . . NP
marcate prin culoare, determinate de varfuri
ale paralelogramelor date, sunt paralele.

Dacad ai obtinut mai putin de jumdtate din punctaj la acest test, este util sa revezi definitiile si proprietdtile verificate
mai sus, pentru a intelege mai bine ceea ce urmeazd.
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Puncte, drepte, plane:
conventii de desen si notatii

o0 > O situatie-problema

Pentru scrierea numerelor, mayasii foloseau
doar doua simboluri: puncte si segmente.
Sa observam impreuna un tabel cu
reprezentarea numerelor de la 1 la 20.

o

?

Ce numar reprezinta scrierea:

. o e cecee

))/ Ce conventii de desen, notatii si rationament folosim in geometria in spatiu?

(X > Ne amintim i extindem

Punctele, dreptele si planele sunt modele matematice construite pornind de la realitatea inconjuratoare.
Ele nu se definesc: pot fi doar descrise si reprezentate prin conventii de desen si notatii.

Descriem Reprezentdm si notam Citim
Punctul ni-l imagindm ca fiind urma lasata de varfului unui A B Punctul 4
creion, bine ascutit, pe o foaie de hartie. ® x Punctul B
Dreapta ne-o imagindm ca pe un fir de atd foarte subtire, bine d Dreapta d
intins si nemarginit, caruia nu-i luam in considerare grosimea. P
Planul ni-l imaginam ca fiind o suprafata plata si neteds, E Planul a
nemarginitd, fara grosime.

o0 > Rezolvam situatia-problema

Observam tabelul si intelegem cd, in scrierea mayasa, erau folosite urmatoarele conventii: un punct
reprezinta o unitate, iar un segment reprezinta 5 unitati. De aceea, scrierea = reprezinta numarul 27.
Mayasii foloseau conventii de notatie pentru numere, asa cum si noi folosim conventii si notatii in geometrie.

® ® © = > Definim relatii!

Dreapta si planul sunt multimi de puncte. De aceea, exprimam relatiile dintre puncte, drepte si plane
folosind simbolurile de apartenenta (€) sau de incluziune ().

Enuntdm

Un punct poate fi pe o dreaptd, sau poate fi
exterior dreptei. Trei sau mai multe puncte sunt
coliniare daca exista o dreaptad care contine
aceste puncte. Orice doua puncte sunt coliniare.

Un punct poate fi intr-un plan, sau poate fi exterior
planului. Mai multe puncte sunt coplanare daca
exista un plan care contine aceste puncte.

O dreapta este inclusa intr-un plan daca orice
punct al dreptei apartine planului. Daca o dreapta
are doua puncte in comun cu un plan, atunci
dreapta este continuta in plan.
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Reprezentdm si notdm Exprimam
A B C 4  Ced,Dgd.Punctele
- oD' A, B, C sunt coliniare.

Punctele M si N se
\'\0\ gasesc pe dreapta MN.

o [

Aea, E¢a.
B oA a Punctele4, B, C, D
Ce oD sunt coplanare.

Dreapta 4B este inclusa
in planul a, deoarece
Aea si Bea.

Scriem: AB c o
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'Y} > Evaludm nivelul de baza

sunt adevarate si care sunt false.
a) Aed; d) Punctele 4, B, Csunt coliniare;
b) Bed;
¢ Dea ;

o0 > Probleme propuse

f) Punctul E este exterior planului a.

Observa imaginea alaturata, apoi decide care din urmatoarele afirmatii

e) Punctele 4, B, C, D sunt necoplanare;

e

O

*
1. Alege raspunsul corect! Care dintre urmatoarele

notatii inseamna ca toate punctele dreptei d
se gasesc in planul a?
Aldca B)d¢a CQdea D)dé¢a

2. Descrie imaginea M B a
alaturata, folosind oD

simbolurile €; €. i\]

3. Figura prezinta cubul ABCDA'B'C'D' asezat cu
fata ABCD pe planul a.

a) Descrie prin notatii DI' C'
pozitiile punctelor o ;
A, C, A" B'fats de (B
planul a. D“ C
b) Adevdrat sau fals?
BB'ca. a4 B

4. Realizeaza si noteaza un desen prin care
reprezinti planul p si punctele 4, B, C, D care
indeplinesc simultan conditiile:

a) Punctele 4, B, D apartin unei drepte
incluse in planul p;
b) Punctul C nu apartine planului p.

b

In planul foii de hartie, deseneaza si noteaza
punctele M, N, P, Q astfel ca M, N, P sa fie
coliniare, dar N, P, Q sa fie necoliniare.

6

Punctul C este mijlocul segmentului 4B, iar A
si B suntin planul a. Demonstreaza ca C € a.

7. Investigatie

a) Foloseste rigla si compasul pentru a
construi un triunghi in care lungimile 6
laturilor sunt de 4 cm, 5 cm, 6 cm.

b) incearca sa construiesti un triunghi in care
lungimile laturilor sunt de 4 cm, 5 cm si 10 cm,
apoi un triunghi cu lungimile laturilor de 4 cm,
5 cm si 9 cm. Ce observi?

c) Justifica proprietatea: Daca AB + AC = BC,
atunci punctele 4, B, C sunt coliniare.

d) Daca MN + NP = MP si M, N sunt puncte
distincte din planul ¢, atunci P € a.

* kK
8. Punctele A, B, C sunt coliniare,iar 4 si B
apartin planului a. Ce pozitie are punctul C
fata de planul a? Justifica raspunsul!
9. Stabileste pozitiile punctelor D, E si F, in
urmatoarele cazuri:
a) DE=3cm, DF=8cmsi EF=5cm;
b) DE=3cm, DF=6cm si EF=5cm.

10. Cate drepte distincte care contin cel putin doua

dintre e distincte 4, B, C exista?

11. Consideram 20 de puncte distincte. Construim

toate dreptele ce trec prin cate doua dintre
aceste puncte. a) Care este numarul minim de
drepte distincte obtinute? b) Dar cel maxim?
¢) Putem obtine 188 de drepte distincte?

* Kk

12. Colordam punctele unei drepte cu albastru
sau rosu. Demonstreaza ca exista trei puncte
de aceeasi culoare, astfel incat unul dintre
ele este mijlocul segmentului determinat de
celelalte doua puncte.

(Y) > Alege si rezolva in 5 minute!

Realizeaza un desen in care
reprezinti planul o si punctele
A, B, C astfel incat 4 € a,
Bé¢a,iarAC co.

5.1 Puncte, drepte, plane: conventii de desen si notatii

Se considera punctele 4, B, C,
astfel incat AB=6cm, AC =8cm
si BC =10 cm. Stabileste daca 4,
B, C sunt coliniare.

13. Coloram punctele unui plan cu albastru sau

cu rosu. Demonstreaza ca exista in acest plan
un triunghi echilateral, cu varfurile de aceeasi
culoare.

Consideram 6 puncte
distincte intr-un plan si un
punct in exteriorul planului.
Stabileste numarul maxim
de drepte care trec prin cate
doua dintre aceste puncte.
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Determinarea dreptei. Determinarea
planului

o0 > O situatie-problema

Geo a observat cd fiecare usa se roteste in jurul tocului cu doud balamale.
De asemenea, el a mai observat ca o masuta cu trei picioare este stabila.
Oare observatiile lui au legatura cu anumite proprietati geometrice?

))Z Ce conditii determina o dreapta sau un plan?

) > Compardm, observam si generaliza

O figura geometrica este determinata daca sunt precizate elementele prin care aceasta se poate identifica
in mod unic.
O roata de bicicleta ne arata ca Un caiet deschis ne arata ca
un punct nu determina o dreapta, douad puncte nu determina
deoarece punctul P apartine un plan, deoarece punctele
oricarei spite a rotii. A si B apartin planului ‘
oricarei file a caietului. 4 B
Enuntam Exemplificam Precizam
Axioma dreptei D’ ¢’ IncubulABCDA'B'C'D". Daca doua drepte
e Doua puncte distincte 4/ \ B - punctele B si D'sunt distincte: | au in comun doua
determina o dreapta. | ele determina dreapta BD", puncte, atunci
Exista trei puncte | - punctele 4, B, D sunt dreptele coincid.
necoliniare. N\ € necoliniare.
A B
Axioma planului D' C' in cubul ABCDA'B'C'D*: Daca doud plane au
Trei puncte necoliniare 4./ B’ - punctele 4, Csi D'sunt in comun trei puncte
determina un plan. : necoliniare: ele determina necoliniare, atunci
Exista patru puncte | planul (ACD"); planele coincid.
necoplanare. o€ punctele 4, B, C, D' sunt
A B necoplanare.
Usa poate fi considerata un plan ce se roteste in jurul dreptei determinata de balamalele acesteia. Atunci
cand usa este inchisd cu zdvorul, ea nu se mai misca, deoarece pozitia ei este determinatd unic de cele
3 puncte necoliniare - doua balamale si zavorul. O masuta cu 3 picioare este stabila din acelasi motiv -
extremitatile picioarelor sunt 3 puncte necoliniare, care determina un plan.

o0 > Sd demonstram! xA

O dreapta si un punct exterior acesteia determina un plan. . L d

Demonstratie: B C
Notam cu d dreaptasi cu 4 punctul exterior ei. Alegem punctele distincte B, C € d. Punctele
necoliniare 4, B, C determina planul a, care contine dreapta d si punctul A. Orice alt plan /5 care
contine d si A coincide cu planul a, deoarece a si ff au in comun punctele necoliniare 4, B, C.

Doua drepte concurente determina un plan.

Demonstreaza Teorema 2, folosind aceleasi argumente ca in demonstratia ( Gandim critic
Teoremei 1: noteaza cu A punctul de intersectie a dreptelor si alege pe fiecare
dintre drepte inca un punct, diferit de A4.

si constructiv!
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in concluzie:

O [, " d a
Desendm / >.\/
Bx B X » b

Notdm a= (4BC) B=(d, A y=(a;b)
Planul o este determinat  Planul /3 este determinatde Planul y este determinat de
de punctele 4, B si C dreapta d side punctul 4 = dreptele concurente a si b

Interpretam

'Y > Problemad rezolvata

Demonstreaza cd, daca trei drepte neconcurente toate trei se intersecteaza doua cate
doud, atunci ele sunt coplanare.

Demonstratie: Fie d, g, h cele trei drepte si fie A, B, C punctele de intersectie doua cate h d
doua ale acestor drepte. Daca o este planul determinat de punctele necoliniare 4, B, C, g c
atunci 4, g, d c a, deoarece au cate doua puncte in acest plan. /

o0 > Probleme propuse

*

1. Adevdrat sau fals? Oricare trei varfuri ale
unui cub sunt situate intr-un plan.

2. Adevdrat sau fals? Orice trei puncte distincte
determina un plan.

* %
3. In cubul ALGEBRIC, notam C 1 4. Alege raspunsul corect! D
cu M mijlocul laturii AL.Care g ? Ce elemente din i
@ dintre urmatoarele elemente E__ I G imaginea alaturata NU B Ce
determina un plan? 4 determina un plan?
a) dreapta AL; b) dreptele AL M A) punctele 4, B,C  B)dreptele ABsi AC
si MG; c) punctele 4, M, Lsi R. C) dreptele ACsiAD D) dreptele ACsi BD.
* kK

6. a) Punctele 4, B, C, D sunt oricare trei coliniare.
Demonstreaza ca toate aceste puncte sunt
coliniare.

b) Punctele A4, B, C, D, E sunt oricare patru
coplanare. Demonstreaza ca toate aceste

5. Observa imaginea aldturata
in care apare o ladd umplutd ~
cu nisip. Explica, folosind
proprietatile geometrice
studiate anterior, de ce si cum

se poate nivela nisipul cu ajutorul uneirigle.

puncte sunt coplanare.

Kk K

7. Fie 6 puncte, oricare 4 necoplanare. Colordm
segmentele determinate de cate doua dintre
acestea cu rosu sau albastru. Demonstreaza

. Pe conturul unui semidisc din carton de

diametru 4B, fixam punctele C'si D, astfel
incat AD NBC ={T}.Construim TO 1 4B, cu

ca, oricum ar fi distribuite culorile, exista un
triunghi cu laturile de aceeasi culoare. Ramane
concluzia adevaratd, daca initial sunt 5 puncte?

(X > Alege si rezolva in 5 minute!

D'’ C'" Consideram cubul ABCDA'B'C'D’.

O € AB.Indoim semidiscul dupa dreapta 70O.
Arata practic sidemonstreaza ca 4, B, C, D
raman coplanare dupa indoire.

Alegem la intamplare

s
4 : B’ Numaéra cate drepte trei varfuri ale cubului.
D----1---)C Justifica daca sunt determinate Care este probabilitatea
e dreptele AA4'si AC de cate doua dintre ca varfurile alese sa nu
A B determina un plan. punctele 4; D; D" C". determine un plan?
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Piramida: reprezentare, elemente, desfasurari

> O situatie-problema

Intrarea in muzeul Luvru din Paris este construitd in intregime din
metal si sticld. Dintr-un ghid turistic, aflam ca sunt in total 603 ochiuri
de sticla in forma de romb si 70 bucati de forma triunghiulara.

Cate astfel de ochiuri de sticla sunt, aproximativ, pe fiecare fata

a constructiei?

))/ Ce corp geometric are forma constructiei de

alaturi? Ce proprietati are acest corp geometric?

=~ 1. Ce este o piramida?

|_Definitii )) )

® Corpul geometric determinat de un poligon (numit baza) si de _varf
un punct exterior poligonului (numit varf) se numeste piramida.

® Laturile poligonului se numesc de muchiile bazei, segmentele
cu o extremitate in varful piramidei si cealalta intr-unul din
varfurile bazei se numesc muchii laterale, iar triunghiurile
determinate de varf si o latura a bazei se numesc fete laterale.
Fetele piramidei sunt baza si fetele laterale, iar muchiile
piramidei sunt muchiile laterale si laturile bazei.

e Piramida regulata este piramida cu baza poligon regulat si muchiile laterale congruente.
e inaltimile duse din varful unei piramide regulate in fetele laterale se numesc apoteme ale piramidei.

muchie laterald N «
, fata laterala

muchia bazei

Denumirea unei piramide este datd de poligonul de la baza.

V
Desendm R
C F C
A& =B A B
Denumim Piramida triunghiulara Piramida patrulatera Piramida hexagonala
Citim Piramida VABC Piramida VABCD Piramida VABCDEF

® ® © = > Rezolvam situatia-problema

Intrarea in muzeul Luvru are forma de piramida patrulatera regulata. Aceasta are 4 fete congruente,
deci pe fiecare fata sunt aproximativ 150 bucati de sticla in forma de romb si 17 bucati de forma
triunghiulara. Aproximarea provine din faptul ca pe una dintre fete este intrarea in muzeu, deci bucatile

de sticla nu sunt distribuite egal pe toate fetele.

o0 > Construim si exploram!

ada Imaginile alaturate contin desfasurari ale unor A
;& piramide regulate. Foloseste carton subtire si scotch
e pentru a construi fiecare desfdsurata si apoi piramida ‘
respectiva. )

v
a

Ce reguli trebuie sa aplici, pentru a obtine piramide
regulate?
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=~ 2. Ce este un tetraedru? y

® Fie patru puncte necoplanare. Oricare trei dintre ele determina un plan.
Cele patru plane astfel determinate delimiteaza un corp geometric numit tetraedru.
Un tetraedru este o piramida triunghiulara, doar ca fiecare fata poate fi D
considerata baza. B
e Tetraedrul regulat este tetraedrul cu toate muchiile congruente.
Intr-un tetraedru regulat, toate fetele sunt triunghiuri echilaterale congruente. C

@ ® © © > Evaluam nivelul de baza
Cate fete are un tetraedru? Dar o piramidd hexagonala?

X > Probleme propuse

*
1. Adevdrat sau fals? 3. a) Precizeaza denumirea corpului reprezentat
Orice piramida triunghiulara regulata are in fiecare desen.
muchia bazei congruenta cu muchia laterala. b) Realizeaza desene asemanatoare, noteaza-le

2. Alege réspunsul corect! si precizeaza elementele caracteristice.

Numarul de fete ale unei piramide A
pentagonale este: V/
A6  B5 Q04 D8 A .

*k

4. Carui corp i corespunde fiecare desfasurare? 5. a) Cate muchii are o piramida cu 5 fete?
b) Cate fete are o piramida cu 12 muchii?

a) b) <)
c) Cate varfuri are o piramida cu 6 muchii?
6. Piramida patrulaterd regulatda VABCD are
m toate muchiile egale cu 6 cm. a) Calculeaza

lungimea drumului minim ce uneste varfurile

Ca sa te convingi daca ai dreptate, construieste A si C, pe fetele laterale ale piramidei.
din hartie corpurile respective. b) Cat este lungimea apotemelor piramidei?
* kK
7. Fie ABCD un tetraedru si M, N, P, O centrele 8. Un cort in forma de tetraedru regulat, notat
de greutate ale fetelor ACB, ABD, ACD si BCD. SABC, are muchia de 6 m si varful in S.
a) Demonstreaza cd dreptele AM si DQ Cortul este prevazut cu un fermoar ce uneste
determina un plan. punctul S cu M, mijlocul muchiei BC. O este
b) Justifica daca M, N, P, Q pot fi varfurile centrul cercului circumscris triunghiului SBC.
unui tetraedru. Care este lungimea drumului minim parcurs
¢) Verifica daca muchiile tetraedrelor ABCD si de o furnica pe suprafata cortului de la 4
MNPQ sunt proportionale, apoi enunta un la O, traversand muchia SC ? Ajunge furnica
rezultat analog pentru geometria plana. la fermoar?
* Kk Kk
9. Fiecarui varf al unei piramide i atribuim unul 10. Un tetraedru are proprietatea ca, in orice varf,
din numerele 1; -1 sau 0, astfel incat suma suma masurilor unghiurilor cu originea in acel
numerelor atribuite varfurilor oricdrei fete sa fie varf, situate pe fetele tetraedrului, este 180°.
0. Demonstreaza cd, daca nu apare doar 0, baza Demonstreaza ca orice doua muchii opuse ale
acestei piramide are un numar par de laturi. acestui tetraedru sunt congruente.

Fisa pentru portofoliu. Foloseste rigla si compasul pentru a desena desfasurdri ale unor piramide patrulatere
diferite, dar care au baze congruente. Explicd ce reguli ai respectat in realizarea acestor desene si include foile cu
desene si explicatii in portofoliul final.

5.3 Piramida: reprezentare, elemente, desfasurari 113



m Pozitiile relative a doua drepte in spatiu

° > O situatie-problema

Constructorii de poduri se bazeaza pe o caracteristica
interesanta a dreptelor in spatiu. Observam ca directia de
deplasare a trenului si cea a camionului nu sunt paralele,
dar nici nu se intalnesc. Cum se numesc astfel de drepte?

))/ Ce pozitii relative pot avea doua drepte in spatiu? |
»- 1. Ce sunt dreptele necoplanare?

® > Ne amintim si extindem!

in plan, doua drepte pot fi:

® concurente: p N AB = {4} ® paralele:p N AB=0 e confundate: p = AB
B B B

e — — 7P P
in spatiu, am vazut ca exista mai multe situatii: de aceea, este nevoie s& formuldm noi definitii.

Unele drepte sunt necoplanare adica
nu sunt incluse intr-un acelasi plan.
Dreptele necoplanare nu pot avea
puncte comune.

Doua drepte coplanare, care nu au puncte
Definim comune, se numesc drepte paralele.
Doua drepte paralele determina un plan.

D’ C' D’ C’
In cubul AL B In cubul Ay B
Exemplificém ABCDA'B'C'D/, | ABCDA'B'C'D/, |
P dreptele ABsi A'B’ D e dreptele A4'si BC JLEA S
sunt paralele. ’ sunt necoplanare. ‘
A B A B
o AB, A'B' (ABB'); patrulaterul ABB'A’ Punctele neco!mlare A, B, Cdetermlf\a
Justificdm este patrat, deci laturile opuse sunt paralele. = " plan, dar A" ¢ (ABC). Deducem ca
P ' P P " AA'si BC sunt necoplanare.
- « Gandim critic
Explica de ce doua drepte necoplanare nu pot avea puncte comune. si constructiv!

> Rezolvdam situatia-problema

Directia de deplasare a trenului si a camionului au pozitii similare celor doud drepte
marcate pe cubul alaturat: acestea sunt drepte necoplanare. Ele nu au puncte comune, L
dar nici nu sunt drepte paralele! -

)) Explica si exemplifica schema: coplanare <concurente J

Q Doua drepte distincte in spatiu pot fi: < | paralele
necoplanare

> Evaluam nivelul de baza
ABCDA' B'C'D’ este un cub. Indica perechi de muchii necoplanare.
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» 2. Ce proprietdti au dreptele paralele in spatiu?

> Sd compardam!
in plan

Date dreapta g si punctul 4, V4
cu A4 ¢ g, putem construi o V4
dreapta ce trece prin A4 A

si este paralela cu g. £

Q in spatiu

Dreapta si punctul exterior ei Yy 4

determind un plan.

\0\4
in acest plan, putem aplica g\A
axioma paralelelor.

De aceea, axioma paralelelor ramane valabila
siin spatiu.

X > Probleme propuse

VTN ENETE LYY Printr-un punct exterior unei drepte se poate construi o singura paralela la acea dreapta.

Tranzitivitatea relatiei de paralelism:
Doua drepte distincte, paralele
cu a treia dreapta, sunt paralele
intre ele.

Proprietatea de tranzitivitate
se pastreaza in spatiu.

De exemplu, in cubul
ABCDA'B'C'D', AB || A'B' si
C'D'|| A'B',deci AB || C'D".

*

1. Utilizeaza conventiile de desen si teoremele
studiate in clasele anterioare pentru a identifica
perechile de drepte paralele din figurile de mai jos.

g M
f PN —
C
d, N P
* %

2. Pentru cubul ALGEBRIC, propune exemple
de drepte coplanare cu AL, concurente
cu AG, paralele cu IC, respectiv, necoplanare
cu EL.

3.1n cubul ABCDA'B'C'D’, demonstreaza
cd BDD'B’ este un paralelogram, apoi ca
BD||B'D".

4. V este un punct exterior r g
planului paralelogramului D,
ABCD,cu ACNBD = {O}
Prin V treceodreapta g, 4
astfel incat g || AB.
a) Ce pozitie au dreptele 40 si AC?
b) Ce pozitie au dreptele g si CD?
¢) Sunt dreptele g si AC necoplanare?

=

5. Decupeazad din carton trapezul ABCD (AB || CD)
siindoaie-l dupa linia mijlocie MN. Demonstreaza
ca AB si CDraman paralele si dupa indoire.

6. VABCD este piramida patrulaterd regulata. Fie
O centrul bazeisi G simetricul lui V' fata de O.
Demonstreaza ca:

a) CG|| V4; b) BG|| VD.

* kK
7.ABCD este tetraedruregulat cu M, N, P, Q,
R, S mijloacele muchiilor AB, AC, BC, BD,
CD, respectiv AD. Demonstreaza ca:
a) MNRQ este paralelogram;
b) MR, NQ si PS sunt concurente.

8. ABCD este tetraedru regulat cu AB =12 cm. Fie
E, F mijloacele muchiilor BC, respectiv BD si
G, H centrele de greutate ale triunghiurilor ABC,
si respectiv, ABD.Demonstreazd ca EFHG este
trapez isoscel. Determina perimetrul si aria acestuia.

* ke
9. VABCDEF este piramida hexagonala regulata
cu M, N, P, O mijloacele muchiilor VA, VB,
VD sirespectiv, VE. Demonstreaza ca:

a) M, N, C, F sunt coplanare;
b) M, N, P, Q sunt coplanare;
¢) MP si NQ sunt concurente.

5.4 Pozitiile relative a doud drepte in spatiu

10. Fie ABCD un paralelogram si dreptele
AA'|| BB'|| CC'|| DD', astfel incat 4", B', C', D’
sunt de aceeasi parte a planului (4BC).
AA'=7cm,BB'=9cm, CC'=13 cm,
DD'=11 cm. Demonstreaza ca punctele
A',B', C", D' sunt coplanare.
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Pozitiile relative ale unei drepte fata de un plan

o0 > O situatie-problema

In imaginea alaturata, terasamentul poate fi asociat cu o suprafata plana,
iar sinele de cale ferata si stalpii de electricitate cu niste drepte.

Cum se pot descrie pozitiile acestor drepte fata de planul orizontal?

))Z Cum putem descrie diferite pozitii ale unei drepte fata de un plan?

- 1. Ce pozitii relative pot avea o dreaptd si un plan?

|_Definitii ) ) )

e O dreapta este secanta unui plan (concurenta cu un plan) daca dreapta are un singur punct comun
cu acel plan.

® O dreapta este paralela cu un plan daca dreapta si planul nu au puncte comune.

® O dreapta este inclusa intr-un plan daca toate punctele ei apartin planului.

Pentru a preciza pozitia unei drepte fata de un plan, folosim urmatoarele conventii:

o Desendm //a% / /A/d/ / /d

Notam dca dna={4} d|| a
Interpretdm Dreapta d este inclusa Dreapta d este secanta Dreapta d este paralela
in planul a. planului a. cu planul a.

Exprimare orala ))/ Uneori, in loc de ,dreapta secanta unui plan” %D]

spunem ,dreapta care inteapa un plan”
Observa desenul alaturat si explica aceasta denumire. Q%

Aminteste-ti axioma: Dacd doud puncte distincte apartin unui plan, atunci dreapta ( Gandim critic
determinatd de cele doud puncte este inclusad in plan. Explica apoi de ce avem doar
trei tipuri de pozitii ale unei drepte fata de un plan.

si constructiv!

= 2. Cum ardtdm cd o dreaptd este paraleld cu un plan?

Teorema de paralelism a unei drepte cu un plan

d
Daca o dreapta necontinuta intr-un plan este paralela cu o dreapta continuta \
in acel plan, atunci dreapta este paralela cu planul. g
Ipoteza:d ¢ o; d||g; g C a @ %
Concluzie:d || a

Demonstratie

d Presupunem prin absurd ca d #f a; notam d N a = {4}.

Deoareced || g, deducem ca 4 & g. Atunci dreptele d'si g sunt necoplanare,
deoarece a = (g; A), iard ¢ a.

o
/ & % Aceasta concluzie contrazice ipoteza: d || g.

Deducem ca presupunerea facuta este falsg, adica d || .
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In cubul ABCDA'B'C'D',avem A'B'|| (ABC). ( Gandim critic

si constructiv!

Pentru aceasta, transcrie demonstratia de mai jos si adauga detaliile care
lipsesc in locurile marcate cu ... .

Demonstratie
Avem A'B'|| 4B ..., A'B'¢ (4BC) ...si AB c (ABC).
Rezultd, conform ..., A'B'|| (ABC).

ABCD este un tetraedru oarecare. Fie M, N, P, O mijloacele muchiilor 4B,
AC, CD, respectiv, BD.

Demonstreaza ca:

a) punctele M, N, P, Q sunt coplanare;

b) dreptele AD si BC sunt paralele cu planul (MNP).

Cum redactdm? Cum gandim?
a) in triunghiul ABC, MN este linie mijlocie, A
deci MN || BC. Analog, din triunghiul DBC, /\ —
obtinem ca PQ || BC. N, M Folosim
Deoarece MN || BC si PQ || BC, iar dreptele tranzitivitatea relatiei

MN si PQ sunt distincte, rezultd MN || PQ. C B

Doua drepte paralele sunt coplanare: exista planul a = (MN; PQ).
Deducem ca punctele M, N, P, Q apartin planului a, deci sunt
coplanare.

de paralelism si definitia
dreptelor paralele.

BCl|MN — Aplicdm teorema de
b) MNca = BC]||la. Analog, AD || o, deocarece AD || NP. paralelism a unei drepte
BCza cu un plan.

'Y > Evaludm nivelul de baza

1. ABCDA'B'C'D’ este cub. Demonstreaza ca BC || (ADD)).

2. ABCD este tetraedru. Fie E, F' mijloacele muchiilor AB si, respectiv, AC. Arata ca EF || (BCD).

o0 > Probleme propuse

*

1. Alege raspunsul corect! 3. in cubul ALGEBRIC, indica pozitia dreptelor
in cubul ABCDA'B'C'D’, o dreapta secanta AE, AC, BC, CI, CR, respectiv, Bl, fatd de
cu planul (BCC") este: planul (ALG).

A)BB'" B)AD C)DB" D)DD’ 4. In tetraedrul SABC, M, N si P sunt mijloacele

2. Trapezul ABCD are baza CD inclusa in planul muchiilor SA4, SB si SC. Precizeaza ce pozitie
a, iar punctul 4 este exterior planului. Ce pozitie au dreptele MN, SN si BP fata de planele
audreptele CD, AC, BD, AB fata de planul a? (ACB) si (SCB).
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*k

5.ABCD este un tetraedruiar E, F, G sunt
mijloacele muchiilor AB, AD, respectiv, CD.
Demonstreaza ca EF || (BCD) si FG || (ABCQ).

6. Pe cubul ABCDEFGH stabileste:
a) pozitia dreptei AB fata de planul (CFG);
b) pozitia dreptei BD fata de planul (EFG).
7. Patratul ABCD si triunghiul ABE au latura AB
comuna, dar sunt situate in plane diferite. Fie

M si N mijloacele laturilor AE si BE si O centrul
patratului ABCD. Demonstreaza ca:

a) MN || (ACD); b) fiecare dintre dreptele 4B,
CD, CE, DE este paralela cu planul (MNO).

8. Demonstreaza ca muchia . A
exterioard AB aunei usi
deschise este paralela cu
planul zidului pe care
se afla tocul usii.

B

9. a) Daca O si QO sunt centrele a doua fete
opuse ale unui cub, stabileste pozitia
dreptei OQ fata de fiecare dintre planele
fetelor cubului.

b) Aceeasi cerinta, daca O si QO sunt centrele a
doua fete alaturate ale cubului.

L8 8 ¢

10. VABC este piramida triunghiulara regulata.
Construim AD 1. VB, De VBsiAE 1. CV,
E € CV.Demonstreaza ca DE || (ABC).

11. Fie S un punct exterior planului paralelogramului
ABCD. Fie E, F, mijloacele segmentelor SA4,
respectiv SC. Demonstreaza ca: a) BC || (SAD);
b) CD || (SAB); <) EF||(ABC); d)SC|| (BED).

12.Fie ABCD un tetraedru, iar E si F proiectiile
punctului A pe bisectoarele unghiurilor
ABC si ABD.Demonstreaza ca EF || (BCD).

* &Kk

13. In piramida patrulatera requlatd VABCD
cu VA = AB =18 cm, punctul T este situat
pe muchia VB, astfel incat perimetrul
triunghiului ACT sa fie minim.
Demonstreaza ca:

a) VD || (ACTD);
b) dreptele VD si AT sunt necoplanare.

14. Care este numarul maxim de muchii ale unui
tetraedru pe care le poate intersecta un plan
ce nu trece prin niciun varf al tetraedrului?

15. Pe muchiile congruente AC si AD ale unui
tetraedru ABCD seiau punctele £ si F,
astfel incat AE = DF. Argumenteaza ca
HO || (BCD),unde H si O sunt mijloacele
segmentelor AB, respectiv EF.

16. Fie E si F centrele de greutate ale fetelor

ABC si ACD din tetraedrul ABCD.
Demonstreaza ca:

a) BD || (CEF) si BD || (A4EF); b) EF || (ABD).

17. In piramida patrulatera requlata VABCD, G
este centrul de greutate al triunghiului VAD,
iar P este un punct pe muchia BC, astfel ca
CP = 2BP. Demonstreaza ca BG || (VDP).

(X > Alege si rezolvd in 5 minute!

VABCD este piramida patrulatera
regulatda. Demonstreaza ca
CD || (VAB).

ABCDA'B'C'D’ este cub.
Demonstreaza ca
A'D'|| (ABCQ).

18. Trapezele ABCD si ABEF aubaza AB
comuna, dar sunt situate in plane diferite.
Fie G si H punctele de intersectie ale
diagonalelor acestor trapeze.

a) Demonstreaza ca GH || (CEB) daca si
numaidaca CD = EF.

0 b) Daca M si N sunt mijloacele bazelor CD

si EF, cerceteaza dacda GH si MN sunt
coplanare.

19. in cubul ABCDEFGH, notam cu O centrul
fetei BCGF. Demonstreaza ca AO || (DEG).
Precizeaza apoi un plan, determinat de
varfuri ale cubului, paralel cu dreapta HO.

VABCDEF este piramida
hexagonala regulata.
Demonstreaza ca

CF || (VAB).
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Pozitiile relative a doua plane in spatiu.

Teoreme de paralelism
r

o0 > O situatie-problema

De ce oare foarte multe case au acoperisul de forma celui din
imaginea alaturata?

))/ Ce pozitii ale planelor in spatiu sunt

relevante geometric?

- 1. Ce pozitii pot avea doud plane in spatiu?
Axioma de determinare a planului ne spune cd, daca doua plane au trei puncte necoliniare comune,
atunci aceste plane coincid. X I
Axioma de intersectie a doua plane De exemplu: In cubul ABCDEFGH, G
. . _ planele (4BC) si (BEH) suntplane  E
Daca doua plane distincte au un punct comun,
atunci intersectia lor este o dreapta.

distincte, care contin amandoua
punctul B. Aceste plane au in comun Di__|____ C
dreapta BC. A — B

m))) ® Doua plane a caror intersectie este o dreapta se numesc plane secante.
® Doud plane care nu au niciun punct comun se numesc plane paralele.

in plan in spatiu

Drepte identice: y B Plane identice: A <B
au cel putin doua puncte o f } au cel putin trei puncte C
o X

in comun necoliniare in comun

Drepte concurente: a Plane secante:
au exact un punct >£< sunt distincte si au cel <q| l

in comun putin un punct in comun y
Drepte paralele: Plane paralele: A
nu au puncte in comun Z nu au puncte in comun

Gandim critic

Observa ca pozitiile relative a doua drepte in plan, sau a doua plane in spatiu
si constructiv!

sunt determinate de intersectiile planelor.
Explica de ce nu pot apdrea alte situatii, in afara celor descrise in tabel.

= 2. Cum identificam plane paralele?

Enuntam Aplicam Demonstram

Teorema: Daca doua in cubul ABCDEFGH: H G Presupunem prin absurd ca planele
drepte concurente asib | EF || (ABC) E : d (a; b) si o audreapta d in comun.
sunt paralelecuunplan | FG || (4BC) F 7 F Atunci d c o,deci dna=@

a, atunci planul Deci: | saudnb=0.

determinat de dreptele | (EFG) || (4BC). Di-—r—2C Contrazicem ipoteza = (a; b) || .
a si b este paralel cu a. A

Deseneaza o figura sugestiva si completeaza demonstratia cu detaliile care ( Gandim critic
lipsesc. si constructiv!
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> 3. Cerelatii sunt intre drepte si plane paralele?

'YX > Enuntdm si demonstram

“Teorema Daca douad plane paralele sunt intersectate de un al treilea plan, atunci dreptele de
UCERETTY intersectie sunt paralele.

Reformuldm Reprezentam Demonstram
Daca doua plane sunt Ipoteza:a||f,any=a,ynpf=>b.
paralele, atunci orice / Dreptele a si b sunt coplanare.
dreapta din primul plan “ Daca, prin absurd, a N b ={P}, atunci punctul P ar fi
este paralela cu orice alta B / punct comun pentru planele a si f. Contradictie!
dreapta din al doilea plan, Deducem concluzia: a || b.

cu care este coplanara. y

Transcriedemonstratia de maisus sicompleteaza ( Gandim critic
detaliile care lipsesc. Observa apoi imaginea si si constructiv!

explica denumirea ,teorema fierastraului”.

“Teorema Daca dreptele paralele a si b sunt continute in planele secante «a si respectiv /3,
CL DN atunci dreapta d de intersectie a celor doud plane este paralela cu dreptele date.

Reformuldm Reprezentam Demonstram
Daca o dreapta este Ipoteza:a||b,acao,bcfanf=d
paraleld cu un plan, atunci Dreapta a este paralela cu planul . Q
este paralela cu orice alta Dreptele a si d sunt coplanare.
dreapta din acel plan, Daca, prin absurd, a N d = {P}, atunci punctul P ar fi
cu care este coplanara. punct comun pentru dreapta a si planul . Contradictie!

Deducem concluzia: a||d si b||d.

si constructiv!

Observa apoi imaginea si explica denumirea ,teorema acoperisului”.

Transcrie demonstratia de mai sus si completeaza detaliile care lipsesc. @ ( Gandim critic

o0 > Rezolvam situatia-problema

De regula, acoperisurile caselor seamana cu doua plane secante: coama acoperisului sugereaza dreapta
comuna a celor doua plane. Teorema acoperisului ne spune cd, daca stresinile caselor sunt orizontale,
atunci si coama acoperisului trebuie sa fie orizontala.

(X > Problema rezolvata F E
Paralelogramele ABCD si ABEF au latura AB comuna, dar sunt situate in plane diferite. ‘k
a) Justifica daca planele (ADF) si (BCE) sunt paralele. B
b) Demonstreaza ca planele (BDF) si (BCE) sunt secante si descrie dreapta lor de ﬂ?

intersectie. D C

Rezolvare:
a) Deoarece AD || BC si AF || BE, deducem cé dreptele AD si AF sunt paralele cu planul (BCE).
Aplicdm teorema despre plane paralele si deducem ca (4D; AF) || (BCE). Altfel spus: (ADF) || (BCE).
b) Planele (BDF) si (BCE) sunt distincte si au punctul B in comun, deci sunt plane secante. Deoarece
DF || CE, DF c (DFB), CE c (BEC), dreapta de intersectie a celor doud plane este paralela prin B la EC.
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o0 > Evaludm nivelul de baza
In cubul ABCDEFGH, determina dreapta de intersectie a planelor (4BH) si (CDH).

o0 > Probleme propuse

*

1. Adevdrat sau fals?
Daca doua drepte dintr-un plan sunt paralele
cu un alt plan, atunci planele sunt paralele.

2. Imaginea prezintd o cazma infipta
in pdmant. Este oare adevarat ca
planul cazmalei si planul solului
au numai un segment in comun?
Justifica raspunsul!

&
* &k

3.1n cubul ABCDEFGH, determina doua
drepte concurente din planul (4BE),
care sunt paralele cu planul (DGH).
Enunta apoi teorema cu care poti argumenta
ca (4BF) || (DGH).

4. ABCDA'B'C'D' este un cub. Determina
pozitiile relative ale planelor: (4BC) si (B'C'D");
(AA'D) si (CB'C"; (A'AC) si (B'BC).

5. VABC este piramida triunghiulara. Pe muchiile
VA, VB,CV seconsidera punctele D, E, respectiv
F, astfel incat (DEF) || (ABC). Demonstreaza ca
AVDE ~AVAB si AVDF ~AVAC.

6. Daca ABCD este un tetraedru, iar M, N si
P sunt mijloacele muchiilor AB, AC si AD,
stabileste pozitia planului (MNP) fata de planul
(BCD,).
* kK

7. Paralelogramele ABCD si CDEF sunt
situate in plane diferite. Fie M, N, P mijloacele
segmentelor BD, DF, respectiv, CD. Arata ca:
a) (BCM) si (ADM) coincid; b) (BDF) si (DMN)
sunt plane identice; ¢) (BDF) si (BCE) sunt
plane secante; d) (BDF) si (ACE) sunt plane
secante; e) (BCF) si (ADE) sunt plane paralele;
f) (BCF) si (MPN) sunt plane paralele.

8. EFGH este tetraedru cu 4, B, D puncte
interioare muchiilor EF, EG, respeciv, EH,
astfel incat AB N F'G ={C}, AD n FH ={0},
BD n GH ={L}. Demonstreaza ca punctele
C, O, L, E sunt coplanare.

9. Dreptunghiul ABCD si patratul ADEF' sunt
situate in plane diferite, iar AD=6cm si AB=9cm.
a) Demonstreaza ca planele (AEC) si (BFD)

sunt plane secante si determind dreapta lor
de intersectie.
b) Calculeaza AG, stiind ca G € AD, astfel incat

suma EG + BG sa fie minima.
Ak Kk

10. Stabileste care dintre afirmatiile urmatoare
este adevarata, pentru dreptele a si b si pentru

planele a si f.
a)Daca a||b si b|| o, atunci a|| a.
b)Daca a||a si a||p, atuncial|p.

11. Fie ABCD tetraedru. Un plan «, paralel
cudreptele AC si BD, intersecteaza
segmentele 4B, BC, CD, respectiv, DA,
in E, F, G, H. Arata ca: a) segmentele EG
si FH au acelasi mijloc. b)daca AC>BD,
avemsi BD <EF + EH <AC.

12. Piramida VOLUM are baza trapezul
LUMO (LU || MO). Determina dreapta
de intersectie a planelor:

a) (VOL) si (VUM); b) (VOM) si (VLU).

[ X) > Alege si rezolvd in 5 minute!

Numeste o pereche de plane
paralele si o pereche de plane
secante in cubul ABCDEFGH.

5.6 Pozitiile relative a doud plane in spatiu. Teoreme de paralelism

Fie NV, P, O mijloacele muchiilor
AC, BC si CD din tetraedrul
ABCD. Araté ca: (NPQ) || (ABD).

13. Pe muchiile laterale ale piramidei patrulatere
regulate VABCD se aleg punctele M, N, P, O,
care sunt varfurile unui paralelogram.

Demonstreazd ca MNPQ este chiar patrat.

Triunghiul ABC sitrunghiul DEF
sunt situate in plane diferite,
astfelincat AB || DE'si BC|| EF.
Arata ca (4BC) || (DEF).

121



Prisma: reprezentare, elemente, desfasurari

) > O situatie-problema

Panoul luminos care indica iesirea din sala de spectacol are dimensiunile de

8 dm, 4 dm si 15 dm. In interiorul panoului sunt mai multe becuri alimentate

de un cablu electric de lungime minima. El se alimenteaza de la o sursa aflata
intr-un varf si infasoara panoul prin spate, traversand doua muchii pana

0 ajunge in varful opus. Care este lungimea minim posibila a cablului? Pentru
a raspunde, ar trebui sa intelegem cum traverseaza cablul fetele panoului.

M))/Ce este si cum se desfdsoara in plan un corp geometric cu doua fete paralele?

- 1. Ce este o prisma? d
Fie planele paralele « si f, dreapta d secanta acestor plane si patrulaterul C
ABCD din planul a. Toate acestea determina un corp geometric astfel: ;
Paralelele la d duse prin A4, B, C si D intersecteaza f in A', B', C' si D".
Planele a si [ sifetele delimitate de paralelogramele ABB'A’, BCC'B/, ch
CDD'C’si DAA'D' marginesc un corp geometric. D" by dpiA
Putem repeta constructia anterioara inlocuind patrulaterul ABCD cu un s I : I /(
poligon oarecare P din planul a.Obtinem astfel un corp geometric denumit prisma.

O prisma are doua baze, situate in plane paralele. baza
® Fetele laterale ale prismei sunt delimitate de paralelograme.

® Muchiile laterale ale prismei sunt congruente, mUCh'?, fata
laterald lateral3

iar dreptele determinate de ele sunt paralele.

e O prisma se numeste prisma dreapta, daca fetele sale laterale
sunt dreptunghiuri. O prisma dreapta se numeste prisma baza
regulata, daca bazele prismei sunt poligoane regulate.

Denumirea unei prisme este datd de poligonul de la baza.

Desenam F' E'
e D F g C
si notdm N /
Denumim Prisma triunghiulara Prisma patrulatera Prisma hexagonala
Citim Prisma ABCDEF Prisma ALGEBRIC Prisma ABCDEFA'B'C'D'E'F"’

Reciteste modul in care definim o prisma si argumenteaza de ce fetele laterale ( Gandim critic
ale acesteia sunt paralelograme.

si constructiv!

> Construim si exploram!
«r» Imaginile alaturate contin desfasurari ale unor prisme regulate.
“"g Foloseste carton subtire si scotch pentru a construi fiecare

@ desfasurare si prisma respectiva. Inventeaza apoi si alte desfasurari
I din care poti obtine prisme regulate.
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- 2. Cum definim paralelipipedul dreptunghic si cubul?

O prisma este determinata de doua plane paralele a si f5, o dreapta d secanta la acestea si un poligon
P situat intr-unul din cele doua plane. Daca poligonul P este un paralelogram, atunci toate fetele
prismei (adica atat fetele laterale, cat si bazele) sunt paralelograme. O astfel de prisma se numeste
paralelipiped. intr-un paralelipiped, oricare doua fete opuse pot fi considerate baze.

si constructiv!

Cu ce corp geometric se aseamana paralelipipedul, din punct de vedere ( Gandim critic
al proprietatii de mai sus?

Unele paralelipipede au proprietati si denumiri specifice.

|_Definitie ) ) )

Paralelipipedul dreptunghic este o prisma cu bazele dreptunghiuri congruente si fetele laterale
dreptunghiuri.

Q Cubul este paralelipipedul dreptunghic cu toate muchiile congruente.
Observatie: Intr-un cub, toate cele sase fete sunt patrate congruente.

Paralelipiped dreptunghic B 4 Cub A D
2 c o B (' D Dy c o Bl lc b,
A'F——p A f——(B'
Di-ee-- ----C B C p A Di----)C A7 c p 4
A~ B B A A B A B
® ® © = > Rezolvdm situatia-problema i BC D
Desfasuram pe un plan fetele laterale ABB'A', BCC'B'si CDD'C"’si obtinem
dreptunghiul ADD'A’. Cablul are lungimea minima daca, pe desfasurare, acesta
coincide cu diagonala dreptunghiului. Avem AD = (8 + 4 + 8) dm =20 dm.
AD'DA este dreptunghicin D = D'A? = AD* + D'D?. Obtinem D'4 =25 dm. e

'Y > Problemd rezolvata

ABCDA'B'C'D’ este cub cu suma lungimilor muchiilor egald cu 72 cm.
a) Determina aria bazei si masura unghiului CAB. b) Calculeaza lungimea drumului minim parcurs
de ofurnicadela B la A care traverseaza muchiile laterale CC’ si DD".

Rezolvare:
a) ABCDA'B'C'D' este cub, deci toate muchiile sunt congruente. Deducem: ca 4B=72cm:12=6cm.
Calculdm: 4, = =(6 cm)? =36 cm2.
In patratul ABCD diagonala AC este bisectoarea unghiului drept BAD, deci << C A B are masura egala cu 45°.
b) Drumul minim pe suprafata cubului este drumul in linie dreapta pe B C D A
desfasurarea pe un plan a celor trei fete laterale: BCC'B', CDD'C’ si DAA'D".
ABAA' este dreptunghicin 4 cu BA=6cm-3=18cm = -
= A'B'=AB+A'4*= (18 cm)* + (6 cm)* =360 cm? = BA'= 61/10 cm. 5 C D A

Y > Evaludm nivelul de baza

ABCDA'B'C'D’ este cub cu AB =8 cm. Arata ca B, B', D', D sunt coplanare si calculeaza perimetrul
patrulaterului BB'D'D.
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o0 > Probleme propuse

*

1. Alege raspunsul corect!
Cutia din imagine are forma
unui cub. Care dintre
urmatoarele ar putea fi
capacul cutiei?

A) B) Q

LS

2. Adevdrat sau fals?
Cubul este o prisma patrulatera regulata.
3. a) Cate muchii are o prisma cu 6 fete?
b) Cate fete are o prisma cu 18 muchii?
c) Cate varfuri are o prisma cu 9 muchii?
4. Deseneaza si noteaza o prisma hexagonala.

Identifica doua piramide patrulatere,
determinate de varfuri ale acestei prisme.

D)
ok
5.ABCDA'B'C'D’ este un paralelipiped
dreptunghic cu 4B=6cm, BC =12 cmssi
AA'= 6+/3 cm. Arata 3 BCD'A’ este romb.

6. Demonstreaza ca diagonalele AG, BH, CE, DF
ale paralelipipedului ABCDEFGH sunt patru
drepte concurente. Ce proprietate mai are
punctul lor de intersectie?

7. Fie ABCDEFGH un cub.

a) Demonstreaza ca 4, C, F, H sunt varfurile
unui tetraedru regulat.

b) Identifica un alt tetraedru regulat, care are
varfurile in varfuri ale cubului.

c) Demonstreaza ca piramida ABDE este
piramida triunghiulara regulata.

* Kk

8. Fie ABCDEFGH un paralelipiped dreptunghic

si O centrul dreptunghiului ABCD.

a) Determina intersectia planelor (AHF) si
(DBH).

b) Gaseste pozitia punctului M, in care dreapta
DH intersecteaza planul (ACF).

¢) Demonstreaza ca D este mijlocul
segmentului M.

d) Determina punctele Nsi P, astfel incat
{N} = HG N (ACF) si{P} = HE N (ACF).

e) Adevdrat sau fals?
Triunghiurile ACF si MNP au acelasi centru
de greutate.

9. Investigatie. a) Deseneaza trei prisme si doua
piramide. Pentru corpurile geometrice desenate
de tine, completeaza tabelul:

® 6 ® 6

Nr. fete (f)
Nr. muchii (m)

Nr. varfuri (v)

b) Foloseste datele din tabel si calculeaza, in
flecarecaz: f+m+v; f-m+v;, f+m-v.

Ce observi? Formuleaza o proprietate generalg,

apoi verifica afirmatia pentru un alt corp geometric.

1. 8. 8.8 ¢

10.n cubul ABCDEFGH, demonstreaza c&
mijloacele muchiilor AB, BC, CG, GH,
HE, EA sunt sase puncte coplanare, care
determina un hexagon regulat.

o0 > Alege si rezolvd in 5 minute!

Suma lungimilor muchiilor
unui cub este egala cu

24 dm. Calculeaza lungimea
muchiei cubului.

Daca ABCA'B'C'" este o
prisma, stabileste pozitia
dreptei A'B’fata de planul
ABC'sijustifica raspunsul dat.

11. Demonstreaza cd, daca in paralelipipedul
ALGEBRIC toate cele 12 diagonale ale
fetelor sunt congruente intre ele, atunci acest
paralelipiped este un cub.

O prisma are fetele laterale
reprezentate de sase patrate
cu latura de 5 cm. Calculeaza
suma lungimilor tuturor
muchiilor prismei.
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Sectiuni paralele cu baza in corpuri
geometrice. Trunchiul de piramida

s

o0 > O situatie-problema

Aproape de centrul orasului Teotihuacén din Mexic se afla o constructie
din vremea aztecilor, ce pare neterminatd. Constructia are forma

unei piramide, al carei varf a fost "retezat” si inlocuit cu o platforma
orizontala, de forma patrata. Geo a citit despre talentul in arhitectura

al aztecilor si se intreaba ce forma ar putea avea fundatia acestei

constructii uriase.
Vrem sa stim! ))Z Ce corpuri geometrice se obtin prin sectiuni paralele cu baza in piramida sauin prisma?

- 1. Ceinseamnd ,sectiune”?

o0 > Sd observam
Prin taierea unui mar, obtinem bucati delimitate de o suprafata
plana. Tn mod analog, putem ,taia” diferite corpuri geometrice

cu un plan.

|_Definitie ) )

Figura geometrica obtinuta prin intersectia unui corp geometric

cu un plan se numeste sectiune. 0, P
Exemplu: Sectiunea obtinuta prin intersectia cubului alaturat cu planul a -y

este patrulaterul MNPQ.

In plan

Prin sectionarea unei prisme triunghiulare cu

Prin sectionarea unui paralelogram de-a lungul
unei drepte paralele cu o latura a sa obtinem un plan paralel cu bazele obtinem doua prisme.
Sectiunea obtinuta este un triunghi congruent

doua paralelograme. Sectiunea obtinuta este
un segment congruent cu latura respectiva a cu triunghiurile ce reprezinta bazele prismei.

paralelogramului dat.

In spatiu

si constructiv!

( Gandim critic

Justifica proprietatea de mai sus, folosind teoreme despre plane paralele.
Ce poti spune despre sectiunea obtinuta prin intersectarea unei prisme
hexagonale regulate cu un plan paralel cu bazele prismei?

'Y > Evaludm nivelul de baza

ABCDA'B'C'D'este cub cu D'A’= 12 dm. Se sectioneaza cu un plan paralel cu o fata. Calculeaza

perimetrul si aria sectiunii.
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=~ 2. Ce este un trunchi de piramida?

o0 > Compardam si definim!

in plan In spatiu
Prin sectionarea unui triunghi cu o dreaptd paralela | Prin sectionarea unei piramide cu un plan paralel
cu una dintre laturile triunghiului obtinem doua cu baza acesteia, se obtin doua corpuri geometrice.

.
A A TS

Unul dintre acestea este o piramida, iar celalalt
Una dintre figuri este un triunghi asemenea cu cel  este un corp geometric marginit de fetele laterale
dat, iar cealalta figura este un trapez. ale piramidei date si de doua plane paralele.

baza mica

M))j Trunchiul de piramida este corpul geometric

obtinut prin sectionarea unei piramide cu un plan paralel E;‘;gil‘g
cu baza si inlaturarea piramidei mici obtinute.
Un trunchi de piramida are doua baze situate in plane paralele.

-
Lo

baza mare

Un trunchi de piramida regulata se obtine prin sectionarea
unei piramide regulate cu un plan paralel cu baza piramidei.
Fetele laterale ale unui trunchi de piramida regulata sunt trapeze
isoscele congruente, iar inaltimile acestora se numesc apoteme ale trunchiului de piramida.

Bazele unui trunchi de piramida triunghiulara sunt triunghiuri asemenea.

Demonstratie:
Fie ABCA B, C, un trunchi de piramida triunghiulara si fie VABC piramida Alq
din care provine trunchiul. a I

Deoarece (4BC) || (4,B,C,), obtinem AB || 4,B,, AC|| 4,C,, BC|| B,C.. YA S c
V
Aplicand teorema fundamentala a asemanarii in AVAB, deducem: V_Al = _AlBl - @ B
VA AB VB

Analog:ﬁzBl_q:%QV_Al:Alclzﬁ_ ) .

VB BC CV VA AC CV 1 :
Observand cele trei siruri de rapoarte egale, rezulta ca: AB, = BG = 4G, . A B

B BC AC

Folosim criteriul de asemanare L.L.L. si obtinem concluzia: A4, B,C, ~ AABC.

°o0 > Rezolvam situatia-problema

Constructia despre care a citit Geo are forma unui trunchi de piramida regulatd. Deoarece baza micd a acestui
trunchi de piramida este de forma patratd, deducem ca si baza mare este un patrat.

Y > Evaludm nivelul de baza

AE 2
ABCD este tetraedru regulat cu AB=9dm.Fie E € AB, astfel incat TRER Prin E se construieste un

plan paralel cu planul BCD. Calculeaza perimetrul si aria sectiunii.
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o0 > Probleme propuse

*

1. Adevdrat sau fals?
Sectionand un cub cu un plan paralel cu una
din fetele cubului, se obtine in sectiune un
triunghi.

2. Deseneaza trunchiul de piramida regulata
ABCDEF. Reprezinta pe desen o apotema a
trunchiului.

3. Cubul ABCDA'B'C'D',cu D'4=20cm,
se sectioneaza cu un plan paralel cu baza.
Calculeaza perimetrul si aria sectiunii.

4. Fie ABCDA'B'C'D' paralelipiped
dreptunghiccu AB=12cmsi AC=13cm.
Se sectioneaza cu un plan paralel cu baza
ABCD. Calculeaza perimetrul si aria sectiunii.

5. Imaginea alaturata contine
desfasurata unui trunchi de
piramida regulata.
Foloseste carton subtire si
scotch pentru a construi
trunchiul de piramida.
Propune apoi desfasurate
pentru trunchiuri de piramida patrulatera
si hexagonala regulate si construieste
piramidele respective.

6. ABCDA'B'C'D' este trunchi de piramida
patrulatera regulata cu AB = 18 cm,
A'B'=6cmsi VA =18 cm,unde VA este
muchia laterala a piramidei din care provine
trunchiul. Calculeaza AA".

* Kk

7. ABCA'B'C'" este trunchi de piramida
triunghiulara requlatda cu AB=6cm,
A'B'=2cmsi AA' =8 cm. Ce lungime
are muchia laterala a piramidei din care
provine trunchiul?

8. ABCDA'B'C'D' este trunchi de piramida
patrulatera regulata cu BD = 1242 em Si
aria patrulaterului A’'B'C'D’ egalad cu 16 cm?2.
Muchia laterald a piramidei din care provine
trunchiul are 12 cm. Ce lungime are muchia
laterala a trunchiului?

9. ABCA'B'C’ este un trunchi de piramida
triunghiulara regulata cu AB =20 cm,
A'B'=2cmsi AA'=27 cm.

Calculeaza aria fetei laterale ABB'A".

10. In trunchiul de piramidd ABCA'B'C", se stie
ca toate muchiile laterale sunt congruente
intre ele si ca triunghiul ABC este echilateral.
Demonstreaza ca:

a) triunghiul 4'B'C" este tot echilateral;

* ok Kk

b) ABCA'B'C'este trunchide piramida regulata.

11. Piramida patrulatera regulata SABCD are
toate muchiile cu lungimea de 12 cm. Fie G
centrul de greutate al triunghiului SAB. Un
plan paralel cu baza piramidei, ce trece prin
punctul G, determina trunchiul de piramida
ABCDA B, C D,.Calculeaza perimetrul bazei

mici si lungimea apotemei trunchiului.

12. Fie ABCDEF un trunchi de piramida
triunghiulara regulata. Notam cu G si H
0 proiectiile punctelor D si E pe muchiile AC,

‘ respectiv, BC. Aratd ca lungimea segmentului

GH este media aritmetica a lungimilor
segmentelor AB si DE.

13

Notdm cu S, 5i S, ariile bazelor unui trunchi de
piramida triunghiulara sicu S aria sectiunii
determinata in acest trunchi de piramida de
planul ce contine mijloacele tuturor muchiilor

laterale. Demonstreaza cd /S +\/ST, =2,/S,.

Fisa pentru portofoliu. Imagineaza si deseneaza desfasurdri ale unei piramide patrulatere regulate si ale
unui trunchi de piramida patrulaterd regulata, astfel incat cele doua corpuri obtinute din aceste figuri sa formeze,
impreund, o piramida patrulaterd. Descrie apoi pas cu pas cum ai gandit realizarea acestor desene si de ce crezi ca

sunt corecte.

5.8 Sectiuni paralele cu baza in corpuri geometrice. Trunchiul de piramida 127



L X > Recapitulam prin prob

*
1. O noptiera de forma unui

paralelipiped dreptunghic
este asezata pe podea.
Demonstreaza ca suprafata
superioara a noptierei este
orizontala, adica paralela cu
planul podelei.

2. Adevdrat sau fals? Daca sectionam un trunchi
de piramida regulata cu un plan paralel cu
una din baze, obtinem doua trunchiuri de
piramida regulata.

3. Peimaginea alaturata,

ce prezintd o cutie
paralelipipedica de carton,
am evidentiat dreapta d -
determinata de marginea
uneia dintre clapele
dreptunghiulare ale cutiei. Demonstreaza ca d
este paralela cu planul bazei cutiei.

4. In piramida patrulatera regulata SABCD,

determina dreapta de intersectie a planelor
(SAC) si (SBD).

* %

5. Demonstreaza ca intr-un cub, dreapta ce
uneste centrele a doua fete alaturate este
paraleld cu o alta fata a cubului.

6. O piramida triunghiulara regulata are muchia
bazei de 4 cm si muchia laterala de 6 cm.
Deseneaza o desfasurare a piramidei, care sa
aiba perimetrul cat mai mic posibil.

7. In cubul ABCDEFGH, fie M, N, P mijloacele

celor trei muchii cu un capat in A. Demonstreaza
ca planul (MNP) este paralel cu planul (HFC).

8. Alege rdspunsul corect!

Numarul prismelor cu toate varfurile in
varfurile unui cub este:
A)2 B)6 ()7 D)8

* kK
9. in figura de mai jos este prezentata o stiva
formata din cutii cubice.
a) Demonstreaza ca dreapta d (determinata
de una dintre muchiile cutiilor) si dreapta
AB (determinata de doua varfuri ale
cuburilor) sunt concurente.
b) Observa figura, apoi demonstreaza ca
planul determinat de dreapta d
si punctul £ este paralel cu dreapta AC.

/i

E

* Kk Kk

. Imaginea prezinta un d

joc de tipul cubului
Rubik, cu forma de
tetraedru. Pe fiecare fata
a jocului, se pot vedea
un triunghi echilateral,
trei paralelograme si trei
trapeze (toate fara
suprapuneri).
Demonstreaza ca dreapta d marcata pe
imagine, determinata de una dintre laturile
triunghiului, este paralelad cu o fata a
tetraedrului.

In tetraedrul ABCD, notam 4, B, C,,
D, centrele de greutate ale fetelor opuse

varfurilor A, B, C, D. Demonstreaza ca
dreptele A4,, BB,, CC,, DD, sunt concurente.

i

12.1n imaginea alaturatd apare un dulap, ale carui

usi dreptunghiulare sunt deschise.
Demonstreaza ca, in orice
pozitie s-ar afla usile
dulapului, dreptele a si b,
determinate de muchiile
usilor si marcate prin culoare
pe figura, sunt coplanare.
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13. Fie D, E, F centrele de greutate ale fetelor

laterale ale piramidei triunghiulare ROMB.

a) Demonstreaza cd planele (DEF) si (OMB)
sunt paralele.

b) Planul (DEF) intersecteaza muchiile laterale
ale piramidei in punctele P, Q, S. Arata ca
triunghiurile POS si OMB sunt asemenea si
calculeaza raportul de asemanare.
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Ce am invdtat?

[ ]
Puncte 6
i
Drepte
v
Drepte )
paralele | |
A Plane
Drepte >
concurente
Y Y Y
Drepte Plane Plane
necoplanare paralele | | secante

°0 > Rezolv testele pentru a verifica daca pot:

sa identific, in configuratii spatiale simple si in
realitate, pozitiile relative ale unei drepte fata
de un plan sau pozitiile relative a doua plane;

sa verific validitatea unor afirmatii legate de
pozitiile relative ale dreptelor si/sau ale planelor
prin exemple si contraexemple;

sa utilizez axiome sau teoreme de geometrie
pentru rezolvarea de probleme in configuratii
spatiale simple;

sd interpretez situatii din realitatea

fnconjuratoare si sa le transpun in probleme de

geometrie in spatiu;

sa argumentez demersul de rezolvare a unei
probleme de geometrie in spatiu.

Utilizeaza schema de mai sus si adauga in portofoliu elementele esentiale din lectii, referitoare la

) > Testul 1

aceste concepte.

1. Intetraedrul ABCD, fie M, N, P mijloacele

2.

muchiilor AB, AC, respectiv AD. Ce pozitie
are dreapta MN fata de planul (BCP)?

Adevdrat sau fals? Doua drepte paralele
cu un acelasi plan sunt paralele intre ele.
Justifica raspunsul.

in cubul ABCDEFGH, fie Psi Q centrele
fetelor ce au muchia DH comuna.

Demonstreaza ca dreapta PQ este continuta
in planul (ACH).

Pentru a fixa bancile pe o masa de gradina,
au fost adaugate suporturl de Iemn ce unesc
mijloacele a cate ——
doua picioare
ale mesei, cain
imaginea alaturata.
Demonstreaza

ca bancile ce se
sprijina pe aceste suporturi sunt situate
intr-un plan orizontal.

. In tetraedrul ABCD, in care AB=AC, fie I si J

centrele cercurilor inscrise in triunghiurile ABD
si ACD. Arata ca 1J || (BCD) daca si numai
daca BD = CD.

Unitatea de invatare 5: Puncte, drepte, plane, corpuri geometrice. Pozitii relative

o0 > Testul 2

1. In tetraedrul ABCD, fie M si N mijloacele

muchiilor BC, respectiv AD. Ce pozitie au
planele (AMD) si (BNC)?

2. Adevdrat sau fals? Doua plane paralele cu

aceeasi dreapta sunt paralele intre ele.
Justifica raspunsul.

. In cubul ABCDEFGH, demonstreaza ca

dreapta AC este paralela cu planul (BEG).

. Pentru consolidarea unui taburet de lemn,

au fost fixate stinghii ce
unesc doua cate doua
mijloacele picioarelor
taburetului, ca in imaginea
alaturata.

Demonstreaza ca aceste
patru stinghii determina
un plan orizontal.

. Intetraedrul ABCD, toate

fetele sunt triunghiuri ascutitunghice,

iar XABC = <« ABD. Fie Isi Jortocentrele
triunghiurilor ABC'si ABD.

Aratd ca IJ || (BCD) daca si numai daca
BC=BD.
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Unitatea de invitare @ Perpendicularitate in spatiu

QQO
Qg proiect: Paralelism si perpendicalaritate

(] Plan de lucru

m Scop: Veti realiza un portofoliu online cu fise
referitoare la proprietatile geometrice studiate,
continand imagini si comentarii.

= Materiale necesare: Imagini selectate din
diverse surse.

° Realizarea proiectului

Lucratiin echipe de trei, patru sau cinci colegi.

= |dentificati imagini sau desene care ilustreaza
relatii intre perpendicularitate si paralelism.

m> Atasati o fisa cu probleme propuse si probleme
rezolvate in legdtura cu configuratiile sugerate
de imaginile selectate.

Pentru inceput:

m Transpuneti prin desen cateva dintre imaginile
alaturate. Descrieti imaginile in cuvinte sau
cu ajutorul unor notatii geometrice. Analizati
configuratiile desenate in termeni de paralelism,
perpendicularitate si relatiile dintre ele.

m Formulati probleme legate de aceste configuratii
si includeti-le in portofoliul vostru.

portofoliul in format electronic, apoi prezentati

0 Interactionati in echipa voastra, realizati
n clasa rezultatele proiectului.

Autoevaluare

v/ Rezolva problemele si alege raspunsurile corecte, pentru a verifica ce stii la inceput de unitate de invdtare.

1. Dreptele a si b din

3.1n figura alaturata, a || b,

imagine sunt paralele. iar MN = MP. Conform ¢

Masura unghiului marcat datelor de pe figura, 150°

pe figura este: b masura unghiului MPN

A)37° B)75° 75° este de: 1107

C)68°  D)30° 68°\ a A)70°  B)30° P
) C)40°  D)45° N

2. In triunghiul echilateral
ABC, mésura unghiului format de indltimea
din 4 cuinaltimea din B este:

A)90° B)60° C)120° D)45°.
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4. Patratul ABCD are perimetrul de 24 cm.
Distanta de la punctul 4 la dreapta BD este de:

A)6cm B) 6ﬁcm C)3cm D) 3\/5cm.




Ce stiu deja? Verific!

Test de (auto)evaluare Timp de lucru: 45 minute

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni si rezultate necesare pentru parcurgerea acestei
Unitati de invatare. Fiecare problema propusa valoreaza 1 punct. Se acorda 1 punct din oficiu.

I. Scrie pe foaia de rezolvare cuvintele sau rezultatele care, inscrise in spatiile punctate,

formeazd enunturi adevdrate. - H
G
Proiectii pe o dreap 1. Proiectia pe dreapta p asegmentului GH din 4‘&
' imaginea alaturata este segmentul .... ¢ p - p
F

Ma hiului g R
s o 2. In figura aldturata, masura unghiului dintre dreptele ¢ 135°
doua drepte : o
a si b estede..... . b
Drepte 3. Doua drepte sunt perpendiculare daci ..............
perpendiculare

Il. Scrie pe foaia de rezolvare litera corespunzdtoare rdaspunsului corect pentru problemele urmatoatre.

C
Teorema lui 4.1n triunghiul dreptunghic din imagine, in care AB =4 cmsi
Pitagora AC =5 cm, lungimea laturii BC este:
A. 3cm; B. 9cm; C. \/ﬂ cm; D. 32 cm. A B

Lungimea 5. Un cerc are diametrul de 8 cm. Lungimea cercului, exprimata in cm, este de:
cercului A. 8m; B. 32; C. 4rm; D. 16m.

6. 1n dreptunghiul ABCD, perpendicularele din 4 si C pe diagonala BD

Legaturi intre : 3 ) A ;
intersecteaza CD si AB in E, respectiv F.

paralelism si
perpendicularitate Dacd AD =12 cmsi DE=5cm, atunci CF =

A. 5\/5 cm; B. 5cm; C. 12cm; D. 13 cm.

Ill. Scrie pe foaia de rezolvare solutiile complete ale exercitiilor urmdtoare.

Aria sectorului 7. Cercul din figura alaturata are raza de 2 cm. Aproximeaza
de cerc la un numar intreg de milimetri patrati aria sectorului de 60°
cerc, delimitat de un unghi la centru cu masura de 60°.
Teorema inél;in‘\ii. 8.1n dreptunghiul ABCD, piciorul perpendicularei y 12 D
Teorema catetei din A pediagonala BD este punctul E.
Daca dimensiunile dreptunghiului sunt 5 cm, 5
respectiv 12 cm, calculeaza: E
a) BE; b) AE. B F C

Dacd ai obtinut mai putin de jumdtate din punctaj la acest test, este util sd revezi definitiile si proprietdtile verificate
mai sus, pentru a intelege mai bine ceea ce urmeaza.
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Masura unghiului a doua drepte in spatiu

o0 > O situatie-problema

O sera are forma unei piramide patrulatere regulate VABCD, cu VA=AB=4m.
Punctul P este mijlocul muchiei VB, iar AP este un cablu. Cu cate grade este inclinat
cablul 4P fata de dreapta CD?

m))j Cum determindm masura unghiului a doua drepte necoplanare?

»- 1. Ceintelegem prin mdsura unghiului a doud drepte concurente?

14
P
‘ B
A
o0 > Sd ne amintim

Doua drepte concurente formeaza doua perechi de unghiuri opuse la varf. a

In acest fel, unei perechi de drepte ii corespund doua masuri de unghiuri. ><
Pentru a caracteriza inclinarea unei drepte fata de cealaltd este suficient sa o
consideram doar una dintre aceste masuri; prin conventie, o alegem pe cea mai mica.

m))) e Masura unghiului dintre doua drepte concurente este cea mai mica dintre
masurile unghiurilor formate de aceste drepte.

Desendm _a 150° Interpretdm Notdm
>¢< Masura unghiului dintre dreptele a si b & (a; b) =30°
0 este de 30°.

e Doua drepte concurente sunt perpendiculare daca masura unghiului dintre ele este de 90°.

- 2. Cum definim mdsura unghiului a doud drepte necoplanare?

Consideram doua drepte necoplanare a si b siun punct P in spatiu,
exterior ambelor drepte. in conformitate cu axioma paralelelor, prin P b
putem construi dreptele a'si b', astfelincat a'||a si b'|| b. b

m))) Masura unghiului dintre doua drepte a si b din spatiu este masura unghiului
ascutit format de paralele la acestea, duse printr-un punct din spatiu.
Q Punctul poate fi exterior dreptelor, sau poate fi situat pe oricare dintre ele.
Daca masura unghiului dintre doua drepte necoplanare, a si b este egala cu 90°, spunem ca dreptele
a si b sunt perpendiculare.
Daca dreptele sunt paralele, unghiul lor este 0°.

°o0 > Rezolvam situatia-problem
CD||AB = <r(CD,AP) = {(AB,AP) = < PAB.
VA=VB=AB=4m,deci AVAB este echilateral, de unde rezulta .
Ca urmare, AP este bisectoarea

< VAB =60°. L . oo
P este mijlocul muchiei VB. Rezulta ca AP este mediana in AVAB unghiului V4B, deci <PAB =30

o0 > Evaludm nivelul de baza

1. ABCD este tetraedru regulat, iar E, F' si G mijloacele muchiilor AB, AC, respectiv BC. Care este
masura unghiului dintre EF' si CD, respectiv, EF si CG?
2. ABCDA'B'C'D' este cub. Care este masura unghiuluidintre AC si BD, A'B" si AC,respectiv, A'C" si BD?
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o0 > Problema rezolvata
Piramida triunghiulara regulata SABC are fetele laterale triunghiuri dreptunghice. Dacd M este mijlocul lui
BC, calculeaza unghiul dreptelor SM si AB.

Rezolvare
Cum redactdm? Cum gdandim?
Prin punctul M trasam MN || AB.
Unghiul cerut este <SMN.

in triunghiul ABC, MN este linie mijlocie, deci o paraleld la
AB BC AC una din dreptele
MN =T.Totodaté, SM = - si SN = BN din enunt.

ca mediane ce corespund ipotenuzelor in triunghiurile dreptunghice SBC si SAC.
in consecinta, ASMN este echilateral.
De aceea, %(SM, AB) = <SMN = 60°.

o0 > Probleme propuse

*
1. Unghiul AOB are masura de 120°. Ce mdsura 3. Alege raspunsul corect! Fie cubul ABCDA'B'C'D".
are x(40; OB)? Care afirmatie este adevarata?
2. In paralelogramul ABCD, <BAD=70",S este A.x(4'D"; BC) = «(4D; BC);
mijlocul lui BC si P€ AB, <PSC =138°. B.«(DD';AB) = «%(4A" AB) = <A'AB;

Ce masuri au: C.x(D'C',BD) = «(DC; BD) = «BDC;
a)<PSB; b)x(PS;CD);, c)x(PS;AD)? D.x(D'C" AD) = x(DC; AD) = <ADC.

* %

4. In cubul ALGEBRIC, calculeaza C I 5. Paralelogramele ABCD si BEFA se afla in plane
masurile unghiurilor: B ; R diferite. Stim ca «BAD = <FAD = 40°.Fie Psi
a)x(A4L; EL); d)<(LI CE); S mijloacele segmentelor AF'si FD. Calculeaza
b) <(4L: RD); e)«(AC;RG) E_ 1. Jg masurile unghiurilor:  a) «(FA4 ; PS);
C) L(BL; LG); f) %(GC: RL). A =7 T C) {(FA ,BC), b) <€(EB,AD), d) {(PS,DC)

* kK

6. SABCD este o piramida patrulatera regulata cu 7. ABCD este tetraedru regulat cu M, N, P,
muchia bazei congruenta cu muchia laterala. Fie O, R mijloacele muchiilor AC, BC, BD, AD,
E, F'si G mijloacele muchiilor SB, SC, respectiv, respectiv, CD. Afla masura unghiurilor dintre:
SD. Afla mdsura unghiurilor dintre dreptele: a) EF a) MNsi PQ; b) MO si BC;
siAD; b)ADsiSB; ¢) EFsiAC; d) EGsiAC. c) AMsi PR; d) PO si AM.

* Kk

8. In tetraedrul ABCD, notam cu E'si F centrelede 9. SPACE este piramida patrulatera regulata
greutate ale fetelor ABC si ABD si cu M mijlocul cu SP=10cmsi AP=12cm. Punctul M
muchiei CD. apartine muchiei SC, astfel incat perimetrul
Demonstreaza ca EF' L AM daca si numai daca triunghiului MAE este minim. Calculeaza
AC =AD. tangenta unghiului dintre dreptele SP si AM.

(X > Alege si rezolvd in 5 minute!

ABCDA'B'C'D' este paralelipiped
dreptunghic cu44'= 673 cm

VABCD este piramida
A'D =243 cm siA'B=12cm.

patrulatera regulata cu

Patratul ABCD si rombul
ABMN sunt situate in plane

AB=12cmsi VA=10cm. diferite si «DAN =124°. Determind tangenta unghiului
Determina sinusul unghiului Determind masura unghiului  dintre dreptele A'B’si BD.
dintre dreptele BC'si VA. dintre dreptele AD si CM.
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Dreapta perpendiculara pe plan. Distanta de
la un punct la un plan

o0 > O situatie-problema

Mati trebuie sa monteze un dispozitiv pentru irigarea gradinii. Instructiunile prevad
ca suportul trebuie fixat perfect perpendicular pe sol. Mati face o verificare folosind
un echer de lemn, asa cum se vede in imagine. Este suficienta aceasta verificare?

))/ Ce conditii trebuie sa indeplineasca o dreapta pentru a fi perpendiculara pe un plan?
Ce intelegem prin distanta de la un punct la un plan?

»- 1. Cum definim o dreaptd perpendiculard pe un plan?

o0 > Sd ne amintim

Doua drepte din spatiu, concurente sau necoplanare, d
sunt perpendiculare daca formeaza un unghi drept. :

M))) Dreapta d perpendiculara pe toate dreptele incluse 7 AR E
in planul & se numeste dreapta perpendiculara pe planul o. \

Daca dreapta d este perpendiculara pe doua drepte
concurente, atunci dreapta d este perpendiculara
pe planul determinat de cele doua drepte.

© Iin
Redactdm astfel: d 1 b =d 1 (a;b).
anb= {P}

@ ® © © > Exprimare orald
Putem formula teorema si astfel: Daca o dreapta este perpendiculara pe doua drepte concurente dintr-un

plan, atunci dreapta este perpendiculara pe plan.

D! C’
De ce crezi cd este necesar, in enuntul de mai AN , ( Gandim critic
sus, ca cele doua drepte sa fie concurente? A'(TT(B si constructiv!
Analizeaza situatia sugerata in imagine si observa ! 3 N
¢a CD' L BCsi CD' L AD, dar CD'nu este DY ---15C
perpendiculara si pe dreapta CD. A B

® ® © = > Rezolvdm situatia-problema

Facand o singura verificare, Mati se asigura ca suportul este perpendicular doar pe o dreapta din planul
solului, ceea ce nu este suficient. Trebuie sd aseze echerul inca intr-o pozitie, pentru a verifica daca
suportul este perpendicular pe doua drepte concurente din plan.

Doua drepte distincte Doua plane distincte
perpendiculare b perpendiculare pe
pe acelasi plan a | aceeasi dreapta
sunt paralele. . sunt paralele. d »
alal o “ ] ald
bla ’ ﬁ 1Ld =a || ﬂ (¢4 ﬂ
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- 2. Ce proprietdti au dreptele perpendiculare pe un plan?

(X > Ne amintim si generalizam!

In plan In spatiu
Dintr-un punct se poate construi o singura Teorema: Dintr-un punct se poate construi o singura
perpendiculara pe o dreapta data. perpendiculara pe un plan dat.

Distanta de la punctul P
la dreapta d este lungimea
segmentului PP,

Definitie: P
Distanta de la punctul P
la planul a este lungimea

unde PP' 1 d P'ed.
Scriem:
PP'1 d=dP, d =PP'

segmentului PP’
unde PP'1l a, P'€a. P
Scriem: PP' 1 o= d(P, o) = PP". &

Doua drepte distincte,

P

L a

PI

a b Teoreme:

perpendiculare pe o * Doua drepte distincte perpendiculare a| |b
aceeasi dreapta, pe acelasi plan sunt paralele.
sunt paralele intre ele. J ala .
Scriem: =al|b. |
aldbldazb=alb. bla

e Doua plane distincte perpendiculare
pe aceeasi dreaptd sunt paralele.

ald}:a”ﬂ d
. : B

BLld
'Y > Problemad rezolvata

Prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C" are AB = 4 cm. Daca M este mijlocul lui BC, calculeaza distanta de
la punctul M la planul (ABB).

Rezolvare
Cum redactam? Cum gdndim?
Sa notam N piciorul perpendicularei din M pe AB. A’ 1 C'
Vom ardta ca MN L1 (ABB'), asadar ca MN este
distanta ceruta.
Avem BB' 1 (ABC), iar MN C (ABC),
de unde deducem ca BB' L MN,

relatie pe care o scriem convenabil in forma
MN 1 BB'.

Deoarece avem si MN L AB, inseamna ca MN este B 4 > Arditem
perpendiculara pe dreptele BB'si AB incluse in
planul (4BB), iar aceste drepte sunt concurente in B.
In consecinta, MN L (ABB)).

In ANBM, sink NBM =M, N,
BM

-
_— Trebuie

sd calculdm
lungimea unui
segment dus din M
perpendicular pe

cd MN este
perpendiculara
pe doud drepte
concurente din
planul (ABB')

MN _ 3 _MN By ¢

de unde sin60° = :>MN:\/§cm.

o0 > Evaluam nivelul de baza
1. ABCDA'B'C'D' este cub cu AB = 10 cm. Calculeaza distanta de la punctul 4 la planul B'BC.
2. ABCDA'B'C'D' este paralelipiped dreptunghic cu 4B = 10 cm. La ce distanta de planul (4'4D) se afla B?
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o0 > Probleme propuse

*

1. Echerele ADB si ADC, D
cu ipotenuzele BD,
respectiv CD, au fost
asezate pe o masa,
cain figura.

Arataca AD 1L BC.

2. Adevdrat sau fals?
Doua drepte distincte,
perpendiculare pe
un plan, sunt paralele.

c
B

* K

3. Triunghiul ABC este dreptunghicin 4 cu

AB=12cmsi AC = 1243 cm. Pe planul
triunghiului se ridica o perpendiculara in B pe
care se ia un punct V, astfel incat VB =9 cm.
a) Determina aria triunghiului VBC.

b) Determina masura unghiului ACB.

c) Demonstreaza ca AC L (VAB).

. Identifica intr-un paralelipiped dreptunghic

ABCDEFGH muchiile perpendiculare pe
fata BCGF.

5. Consideram ABCD un tetraedru in care
AD 1 BC.Fie AE indltimea din A4 a triunghiului
ABC (E € BC).Demonstreazaca: a) BC L (AED);

b) DE este inaltimea din D a triunghiului BDC.

6. Alege raspunsul corect!
in cubul ABCDEFGH, care dintre urmatoarele
drepte este perpendiculara pe planul (4BG)?

A) AE; B)AC; Q) FC; D)HC.

8.

. In triunghiul echilateral ABC, cu AB =12 cm,

M este mijlocul laturii AB. Pe planul triunghiului
se ridicd o perpendiculara in C pe care seia un
punct S, astfel incat SM = 12 cm. a) Calculeaza
aria triunghiului SCM. b) Arata ca AB L (SCM).

in piramida VABCD, notam AC N BD ={O}.
Daca AV=CV, DV =BV, OB= 0D si
OC = OA, demonstreaza ca VO 1 (4BC).

* Kk

9. ABCD este dreptunghicu AB =12 cm,
AD =9 cm. Pe planul dreptunghiului se ridica
o perpendiculara in D pe care se ia un punct
V, astfelincat D =9 cm. a) Determina
tangenta unghiului dintre dreptele CD si VB.
b) Demonstreaza ca BC L (VDC) si
AB 1 (VAD).

10. ABCD esterombcuBD =12cm, AC =16 cm,
iar ACN BD ={0}.Fie SA L (4BC) cu
SA=10cm. a) Arata ca BD L SC. b) Determina
madsura unghiului dintre dreptele CD si SB.

kK

11.

12.

ABCDA'B'C'D'este cub cu AB=8cm.
Calculeaza: a) distanta de la punctul B
la planul A4'C b) distanta de la centrul lui
ABCD laplanul A'AB.

O camera are forma unui paralelipiped
dreptunghic, cu lungimea 6 m, latimea 4 m
si inaltimea 2,5 m. In punctul de intersectie

a diagonalelor tavanului este atarnat un bec,
cablul avand 30 cm. Calculeaza distanta de la
bec la cele 6 fete ale paralelipipedului.

13. Triunghiul ABC este echilateral cu AB=6dm.
De aceeasi parte aplanului ABC construim
DA 1 (ABC) si EB || DA astfel incat
EB=8dm, AD=(8+x)dm,x>0.
Determina numarul real x, stiind ca
triunghiul EDC este dreptunghicin E.

[ X) > Alege si rezolvd in 5 minute!

LIMP este dreptunghi si
O ¢ (LIM), OL 1 (LIM).
Arata ca MI L (OLI).

ALGEBRIC
este cub. Arata
ca AG L (CEL).
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14.

15.

ABCDA'B'C'D' este cub cu AE L (D'DB)
si CFF L (D'DB) cu E, F € (D'DB). Arata ca
dreptele AE si CF coincid.

Demonstreaza ca, in cubul ABCDEFGH,
patrulaterul ABGH este un dreptunghi.

SIMULARE este paralelipiped
dreptunghic cu IT L SM,
TeSM. Arata ca IT L (SMR).
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Inaltimea piramidei

o0 > O situatie-problema

Ana vrea sa confectioneze un foisor rudimentar. Pentru scheletul acestuia, foloseste
trei bete, de cate 2 m fiecare, pe care le asaza astfel incat punctele de sprijin pe sol
sd fie la 1,5 m unul de altul. Ana vrea ca indltimea foisorului sa fie de cel putin 1,8 m.
Este realizabila dorinta ei?

0 > Sd ne amintim
Piramida regulata este piramida cu baza poligon regulat si muchiile laterale congruente.

))Z Ce este indltimea piramidei?

m))Al)istan'ga de la varful piramidei la planul bazei se numeste

4
inaltimea piramidei.
o Observatie: In functie de context, uneori, prin inaltimea piramidei vom
intelege segmentul care are ca extremitati varful piramidei si, respectiv,
piciorul perpendicularei construite din varf pe planul bazei.
Exemplu: In piramida hexagonald alaturata, construim VO L (4BC), O € (4BC). . c
VO este indltimea piramidei.
A B

Intr-o piramida regulata, indltimea intersecteaza planul bazei in centrul acesteia.

o0 > Exprimare orald

in figura de mai sus este reprezentata o piramida regulata. Argumenteaza congruenta segmentelor O4,
OB, OC, ..., utilizand metoda triunghiurilor congruente aplicata pentru AVOA, AVOB, AVOC, ....

o0 > Rezolvdm situatia-problema /

VABC este o piramida triunghiulara regulata, cu latura bazei 1,5 m si muchia laterala
2 m.Trebuie sa calculam inaltimea VO. Aplicam teorema lui Pitagora in AVOB,
dreptunghicin O siobtinem VO =+/325 dm.

Comparam cu inaltimea doritd de Ana: 1,8 m=18dm = V324 dm < VO.
Asadar, foisorul va avea inaltimea mai mare de 1,8 m.

o0 > Problemd rezolvatda

Se dau punctele necoplanare 4, B, C, D astfel incat AB = BD = 3\/§ cm,
BC=6cm,AC=AD = CD =3 cm. Calculeaza distanta de la punctul D
la planul (4BQC).

Rezolvare: Deoarece (3\/5)2 +3? =62, deducem ca AABC si ADBC
sunt dreptunghice, cu ipotenuza BC. Fie M mijlocul lui BC.

AM si DM fiind mediane corespunzatoare ipotenuzei in cele doua
triunghiuri dreptunghice, se obtine AM = DM = 3cm.

Asadar, AAMC este echilateral siavand DA = DC = DM =3 cm,
DAMC este piramida triunghiulara regulata. Distanta ceruta este

2
indltimea DO a acestei piramide. OM = 3 MN =+/3 cm.

Aplicand teorema lui Pitagora in ADOM, dreptunghicin O,
rezultd DO =6 cm.
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Cate muchii egale cu 3 cm are tetraedrul MABD din figura anterioara? ( Gandim critic
MABD este piramida regulata? Justifica raspunsurile!

o0 > Evaluam nivelul de baza
1. VABCD este piramida patrulatera regulata cu VO L (ABC), O € (ABC), VA= 6 cm, AB=8cm.

oA

Calculeaza inaltimea piramidei.

2. VABCDEF este o piramida hexagonala regulata cu V4 =10 cm, AB =8 cm. Determina distanta de la
V' la planul bazei.

Y > Probleme propuse

si constructiv!

*
1. Adevdrat sau fals? inaltimea unei piramide 3. VO este inaltimea piramidei regulate VABCD,
patrulatere regulate este segmentul ce uneste cu AB =10 cmsi aria unei fete laterale
varful piramidei cu intersectia diagonalelor 2543 cm? Calculeaza: a) VO; b) misura
bazei. unghiului dintre VO si o muchie laterala.
2. Un acoperis are forma unei piramide patrulatere 4, O este centrul triunghiului echilateral ABC
regulate, cu muchiile laterale de 9 m si latura si SO este indltimea piramidei SABC.
bazei de 8 m. Calculeaza indltimea acoperisului. Demonstreazi ci S4 =SB = SC.
* %
5. De Anul Nou, in centrul unei piete 7. Doua piramide patrulatere .—\
in formad de patrat a fost fixat un regulate avand toate muchiile
brad inalt de 14 m, perpendicular egale cu 1 cm se ataseaza astfel 0
pe sol. Pentru stabilitate, bradul a fncat sa aiba baza comuna. Apoi
fost ancorat de colturile pietei cu / se face un orificiu de-a lungul inaltimilor, dupa
patru corzi de 26 m fiecare. Calculeaza aria pietei. care mai multe astfel de piese se pun pe un sirag,
6. Un tetraedru regulat are muchia de 18 cm. cainimagine. Care este cel mai mare numar de
Calculeaza inaltimea tetraedrului. piese care pot fi insirate pe un sirag de 50 cm?
* kK
8. VABCDEF este piramida hexagonalaregulata ~ 9. ABCDA'B'C'D'este cub. a) Demonstreaza ca
cu AB =9 cm si perimetrul triunghiului BACB'si D'ACB' sunt piramide triunghiulare
VAD = 48 cm. Calculeaza indltimea piramidei. regulate. b) Foloseste punctul a) pentru a
demonstraca BD' L (ACB).
* kK
10. O piramida patrulatera are muchiile laterale 11. VABCDEF este piramida hexagonala
congruente. Demonstreaza ca piciorul regulatd cu VA = 9v2 cm simasura
indltimii piramidei este la distanta egala unghiului dintre BC si VA egala cu 45°.
de varfurile bazei. Baza piramidei poate fi Determind: a) indltimea piramidei.
paralelogram? b) distantadela A4 la planul (VBE).

'Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

In tetraedrul requlat ABCD,
M este mijlocul lui AB. Arata
ca simetricul lui M fata de
mijlocul inaltimii din D se afla
in exteriorul tetraedrului.

Calculeazi insltimea VO esteinaltime in

unei piramide piramida hexagonala regulata
patrulatere regulate cu VABCDEF'. Daca VO =10 cmsi
apotema de 13 cm si AB=4/3 cm, afla distanta de

latura bazei de 24 cm. la punctul D la planul (VOB).
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Distanta dintre doua plane paralele
Inaltimea prismei. Prisma dreapta

o0 > O situatie-problema

Un teren aflat in posesia familiei lui Tic este traversat de un canal,

ca in imaginea alaturata. Terenul are forma unui dreptunghi ABCD,
cudB =32m, BC =12 m. Pentru protectie, au fost amplasate doua
garduri verticale. Acestea trec prin cate un colf al terenului si mijlocul
unei laturi. Tic ar dori sa afle distanta dintre garduri. Cum sa procedeze? A M B

m))j Cum definim distanta dintre doua plane paralele? Ce este inaltimea prismei?

m))A)istanta dintre planele paralele o si f este distanta

de la un punct oarecare A al planului a la planul f. a :A
“lp = d(a,B) = d(4,B) = 4B.
Aea,AB L B,Bef B B
_Definitii ) ) )} - -

e Prisma cu o muchie laterala perpendiculara pe planul bazei se numeste prisma V
dreapta. in consecinta, toate muchiile laterale ale prismei sunt perpendiculare
pe planul bazei, iar toate fetele laterale sunt dreptunghiuri. A C
e Distanta dintre bazele prismei se numeste inaltimea prismei. B
ﬂ Evident, in orice prisma dreapta muchiile laterale sunt inaltimi ale prismei, D! C'
deoarece sunt perpendiculare pe planele bazelor. 4
e Paralelipipedul dreptunghic si cubul reprezinta cazuri particulare de prisme D

drepte. A B

o0 > Rezolvam situatia-problema

Cele doua garduri reprezinta plane paralele. D
Distanta dintre ele este inaltimea paralelogramului AMCN,
aceasta fiind perpendiculara pe ambele plane.
Vom calcula indltimea folosind aria lui AMCN.

Trasam NE L CM. Aplicand teorema lui Pitagorain AMBC, A
obtinem MC=20(m). 4,,, ., =AM-CB =192 (m?).
192

Totodata, A =MC-NE=20-NE,deunde NE = E =9,6 (m).

AMCN

o0 > Exprimare orald

Explica de ce, in problema de mai sus AMCD este paralelogram si de ce gardurile reprezinta plane paralele.

'Y > Evaludm nivelul de baza

1. O prisma dreapta are latura bazei 4 cm si aria unei fete laterale 12 cm® Afl3 indltimea prismei.

2. ABCA'B'C" este prisma dreapta cu baza triunghi echilateral. Stiind ca suma tuturor muchiilor este 27 cm
si inaltimea prismei este 5 cm, calculeaza latura bazei.

6.4. Distante dintre doud plane paralele. Indltimea prismei. Prisma dreaptd 139



'Y > Problemd rezolvata

voA v

Rezolvare:

Notdm M mijlocul lui ID. in ALID echilateral,
LO=2-0M.Deoarece AO || (SID), AO c (LSM),
(SID) N (LSM) = SM = AO || SM.

Din teorema lui Thales se obtine:

LA LO

AS OM

( X > Probleme propuse

EUCLID este prisma dreapta cu baza triunghi echilateral. 4 este mijlocul muchiei EL,
iar S se afla pe EA, astfel incat AS = 4 cm. Stiind cd AO || (SID), unde O este centrul W 7
cercului circumscris bazei, calculeaza inaltimea prismei. 1

——=2 = LA=8cm,deundeobtinem EL =16 cm.

L D

I o M 5T
E R O

A

S

*

1. Alege raspunsul corect! ABCDA'B'C'D' este un
cub cu perimetrul unei fete de 28 cm. Distanta
dintre doua fete opuse ale cubului este de:

A)28cm; B)14cm; C)10cm; D)7cm.
2. Adevdrat sau fals? Daca toate fetele laterale ale

unei prisme sunt dreptunghiuri, atunci prisma
este dreapta.

3. O prisma dreapta cu bazele triunghiuri
echilaterale are aria unei fete laterale 36 cm?si
fnaltimea 9 cm. Calculeaza latura bazei.

4, O prisma dreapta cu bazele patrate
are diagonalele unei fete laterale
perpendiculare si egale cu 10 cm.

voA v

Calculeaza inaltimea prismei.

* %
5. Doua din fetele unui trunchi de piramida (mai
precis, bazele acestuia) sunt situate in plane
paralele. Defineste ce inseamna fnaltime a unui

trunchi de piramida. Realizeaza un desen, in
care apare un trunchi de piramida si o inaltime
a acestuia.

6. O cutie de carton are forma
unei prisme drepte cu baza
hexagon regulat. Calculeaza -
latura bazei cutiei, stiind ca
daca inaltimea ei ar fi marita cu 2 cm, suprafata
cartonului necesar pentru peretii laterali ar
creste cu 180 cm’.

T~

* Kk

7. Investigatie

a) In cubul ALGEBRIC, demonstreaza ca
AL 1 (BEC)siAL L1 (LRI).

b) Justifica afirmatia: (BEC) || (LRI).

c) Planele o si f sunt paralele, iar dreapta d
este perpendiculara pe planul a. Ce relatie
este oare intre dreapta d si planul /5?
Justifica raspunsul.

8.ABCDA'B'C'D' este prisma dreapta cu baza
patrat. Stiind ca AC=12cmsi A'B=6 N cm,
calculeaza indltimea prismei.

9. In trunchiul de piramida patrulatera regulata
ABCDA'B'C'D’, notam cu O si O’ centrele
bazelor. Demonstreaza ca distanta dintre
bazele trunchiului de piramida este OO".

* kK

10. ABCDEFA'B'C'D'E'F' este o prisma dreapta
cu bazele hexagoane regulate. Stiind ca raza
cercului circumscris unei baze este 8 cm,
calculeaza distanta dintre planele (4BB’) si
(Fca.

11. Demonstreaza ca o prisma este prisma
dreapta daca si numai daca toate inaltimile
construite din varfurile unei baze cad in
interiorul sau pe frontiera celeilalte baze.

Fisa pentru portofoliu. Realizeaza desenul unei prisme hexagonale regulate. Marcheaza pe desen

doua inaltimi ale acestei prisme.
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Cilindrul circular drept, conul, trunchiul de con:
reprezentare, elemente, sectiuni paralele
cu baza

o0 > O situatie-problema

Stalpul portii din fata casei lui Mati are in capat un ornament de forma
conica. Acesta s-a deteriorat si Mati vrea sa-l inlocuiasca. A decupat o
bucata de tabla ca in imaginea alaturata. Va reusi Mati sa refaca in acest
mod ornamentul?

m))j Ce elemente caracteristice au cilindrul, conul si trunchiul de con?
o0 > Observdam si definim!

Daca privim obiectele din jurul nostru, constatam ca nu toate sunt marginite doar de suprafete plane.
Multe corpuri sunt delimitate si de suprafete curbe. Sa privim, de exemplu, o baterie. Seamana cu o
prismd, deosebirea fiind cd bazele sunt cercuri. Un astfel de corp se numeste cilindru circular drept,
dar deseori il vom numi, pe scurt, cilindru.

Bazele unui cilindru sunt doua cercuri congruente, iar raza lor se mai
numeste raza cilindrului, de obicei notatd R. Distanta dintre cele doua
baze ale unui cilindru se numeste inaltimea cilindrului, cu notatia uzuala
h.Segmentul notat in figura G se numeste generatoare a cilindrului.
Generatoarea cilindrului circular drept este egala cu inaltimea acestuia.

Oare cu ce seamdna un cornet de inghetata? Cu o piramida, deosebirea fiind ca baza este cerc.
Un astfel de corp se numeste con circular drept, sau, pe scurt, con.

Raza bazei se mai numeste raza conului, notata in figura R.

inaltimea conului, notata de obicei 4, este distanta de la varf la planul
bazei. Distanta de la varful conului la orice punct al cercului de la baza
se numeste generatoare a conului, notata cel mai adesea G. Uneori,
prin generatoare vom intelege atat segmentul, cat si lungimea acestuia.

Un alt obiect, ghiveciul de flori, este materializarea corpului numit trunchi de con circular drept,
numit deseori, pe scurt, trunchi de con. Evident, este asemanator trunchiului de piramida,
cu deosebirea ca bazele sunt cercuri.

Bazele unui trunchi de con sunt doua cercuri cu raze inegale,

de unde si denumirile: raza bazei mari, R si raza bazei mici, 7.
Distanta dintre cele doua baze se numeste inaltimea trunchiului
de con, h. Segmentul notat in figura G se numeste generatoare
a trunchiului de con.

Daca sectionam (,taiem”) cilindrul, conul sau <= < >
trunchiul de con cu plane paralele cu baza, u A u
se obtine de fiecare data un cerc, lucru ilustrat ‘ “

in imaginea alaturata.
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Cilindru Dreptunghi Con Sector de cerc
°o0 > Construim si exploram!
&% Imaginile aldturate contin desfasurari ale suprafetelor laterale pentru
q’g cilindru, con, trunchi de con. Foloseste carton subtire si scotch pentru O
@, a construi fiecare desfasurare si corpul geometric respectiv.

In ce priveste desfasurarea suprafetei laterale a celor trei corpuri descrise, se obtin figuri geometrice
plane conform imaginii de mai jos:

T
. o
Trunchi de con O parte dintr-o

coroana circulara

) > Rezolvam situatia-problem , .
Pentru ca prin infasurare sa formeze suprafata laterala a unui con, Mati trebuia sa decupeze un | |
sector de cerc. Segmentele trebuie sa fie raze ale cercului, asa ca in figura alaturata, nu coarde,
asa cum a decupat Mati.

Cum ai putea sa stabilesti daca o figura geometrica asemanatoare celei decupate ( Gandim critic
de Mati este sau nu un sector de cerc?

si constructiv!

o0 > Evaludm nivelul de baza
Daca raza bazei unui con este 6 cm si indltimea 8 cm, cu cat este egala generatoarea?

o0 > Probleme propuse

i

(X > Alege si rezolvd in 5 minute!

*
1. Identifica acasa la tine sau pe drumul de acasa 2. Un cilindru are raza bazei egala cu 7 cm.
la scoald obiecte care sa aiba forma de cilindru, Se sectioneaza cu un plan paralel cu baza.
con, trunchi de con. Calculeaza aria sectiunii.
* %
3. Un con are generatoarea de 3 m si indltimea 5. Care este lungimea maxima a unei vergele care
de 2 m. Calculeaza aria bazei conului. incape intr-o cutie de forma unui cilindru cu raza
4. Un trunchi de con are lungimile cercurilor de egald cu 8 dm si generatoarea egala cu 12 dm?
la baze egale cu 94,2 cm, respectiv 62,8 cm si 6. O palnie are forma unui con. Unghiul dintre o
generatoarea de 13 cm. Calculeaza indltimea generatoare si inaltime are 30° si raza bazei este
trunchiului, considerand = 3,14. 6 cm. Determina inaltimea palniei.
*hk
7. Un numar de 6 tevi cilindrice, fiecare avand diametrul exterior 10 cm, sunt asezate a
intr-o stiva, ca in imaginea alaturata. Arata ca inaltimea stivei este mai mica de 28 cm. .‘.'“

8. Un disc din hartie, cu diametrul 24 cm, este taiat in doua parti egale. Din fiecare
parte se confectioneaza cate un cornet. Cat este indltimea unui cornet?

*ok kA

9. Pe un autovehicul ce are platforma inaltata la 60 cm de sol se transporta o piesa
industriala de forma unui trunchi de con cu diametrele bazelor 4 m, respectiv 2 m si
inaltimea 4 m. Poate acest autovehicul sa treaca pe sub o pasarela inalta de 4,5 m?

Un con are raza bazei 4 cm,
UntrunchideconcuR=6cm,G=5cm | iardistantade la centrul

si & =3 cm se sectioneaza cu un plan | bazeila o generatoare este
paralel cu bazele, prin mijlocul indlfimii. © 2 cm. Calculeaza indltimea

Determind lungimea sectiunii. conului.

Prin desfasurarea suprafetei
laterale a unui cilindru se obtine
un patrat cu perimetrul 40 cm.
Calculeaza generatoarea.
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Proiectii ortogonale de puncte, de segmente
si de drepte pe un plan

o0 > O situatie-problema

Liza a amenajat langa cabana parintilor o mica terasa. A folosit o placa rigida .’
de forma patrata, cu latura 3 m, pe care a fixat-o de peretii cabaneila3 mdesol

si pe doi stalpi inalti de 2 m. Liza ar vrea sa stie ce arie are suprafata care este .'
ferita de ploaie sub aceasta placa. Oare cum ar putea sa calculeze? - .'

m))j Cum se obtin proiectiile ortogonale pe un plan?

»- 1. Ceinseamnd proiectia unui punct pe un plan?

o0 > Ne amintim si generalizam!

In plan In spatiu
Proiectia ortogonala a unui punct exterior Definitie: oA
unei drepte pe dreapta respectiva Proiectia ortogonala a unui !
este piciorul perpendicularei punct exterior unui plan pe '
construite din acel punct planul respectiv este piciorul ;A’
pe dreapta. d perpendicularei construite o
POL1d Qed = pr(P)= 0 din acel punct pe plan.

0 Ago, AA’ Lo, A’ea = pr,A=A"

Daca punctul apartine dreptei, atunci Observatie: Daca punctul se afld in plan, atunci
proiectia punctului pe dreapta coincide proiectia punctului pe plan
cu punctul respectiv. d  coincide cu punctul respectiv. o
Ped= pr(P)=P P Pea=pr,(P) =P o

- 2. Ce proprietdti au proiectiile?

1 LT E] Proiectiile pe un plan ale unor puncte coliniare sunt puncte coliniare.
Altfel spus: Proiectia unei drepte pe un plan este o dreapta sau un punct.

Demonstratie:
Fie planul a sifie 4, B, C trei puncte coliniare, neincluse in a. Notam cu A4’,
B’ si C' proiectiile lor pe planul a. Trebuie sa demonstram ca 4', B', C' sunt
0 coliniare. Dreptele AA', BB' si CC' sunt paralele, fiind perpendiculare pe

o. Deoarece fiecare dintre planele (44" BB') si (BB'; CC") contine dreptele
concurente AC si BB’ aceste plane sunt identice. Cum A B'si C’ sunt
puncte comune planelor a si (AA4'C), iar intersectia acestor plane este o a
dreaptd, deducem ca A4, B'si C'sunt coliniare.

i

._____
=
®o-----
g
®o-----
Q

o0 > Rezolvdam situatia-problema

Sa notam ABCD placasi A'B'C'D’ proiectia ei pe planul solului. D
Suprafata ferita de ploaie este aceasta proiectie. ADD’'A'si BCC'B’
sunt dreptunghiuri, iar ABB'A'si CDD'C’sunt trapeze dreptunghice.
Totodatd, A'B'C'D’este dreptunghi. Calculam A'B'in trapezul ABB'A".
Trasam inaltimea BE. :
AE:AA’—AE:1 m. E D( :

C’
Aplicam teorema lui Pitagora in AABE, dreptunghicin E si obtinem: '
B’

BE=22m=AB'= Aypcpy =3-242=642(m?). A’
Folosind aproximarea \/5 ~ 1,41, obtinem A,y ~6-1,41=8,46(m?).
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Gandim critic

Cum se modifica aria suprafetei ferite de ploaie daca se modifica inaltimea celor 3 t
si constructiv!

doi stalpi?

'Y > Problema rezolvata

Piramida patrulatera regulata SABCD are AB = 14 cm. Calculeaza:
a) lungimea proiectiei laturii BC pe planul (SAC);
b) lungimea proiectiei segmentului AB pe planul (SCD).

Rezolvare:

Cum redactdm? Cum gandim?

a) Fie O intersectia diagonalelor AC si BD.
Deoarece piramida SABCD este piramida

Identificdm

regulatd, deducem ca SO L (4BCD) si mai intdi
SO, AC concurente. Observam ca BO 1 SO perpendiculara
si BO L AC, adica BO L (S40). din punctul B
De aceea, proiectia punctului B pe (S4C) pe planul (SAC).

este punctul O.
C € (S40), deci proiectia lui C pe planul
(SAC) coincide cu C.
Asadar, proiectia segmentului BC pe (SAC)
este segmentul OC. Problema ne cere sa calculam lungimea acestui segment.
OC:ACZI\E:M\E:NEW

2 2 2
b) Deoarece AB || CD, deducem ca AB || (SCD). A B -
Avem deci de calculat lungimea proiectiei ! —
unui segment pe un plan paralel cu acesta. E
Fie AA' L (SCD), BB' 1L (SCD), iA' ‘B’
unde A', B'€ (SCD); (SCD)
constructia facutd arata ca pr,

Identificam
proprietdtile
care descriu situatia
din problemad.

scp\AB)=A'B".
Deoarece AA'|| BB', punctele 4, B, A, B' sunt coplanare;
aplicand teorema de paralelism a unei drepte cu un plan, >
deducem ca AB || A'B".in plus, XAA'B' = 90°,

deoarece A4' L (SCD).

Din cele de mai sus, deducem ca 44'B'B este dreptunghi,
deci AB=A'B'.

Obtinem:

Pligep\AB)=A'B'=AB=14cm.

Daca
folosim o anumita
teoremd, este util séi o
enuntdm sau, dacd aceasta
are o denumire uzuald, sd
explicdm ce teoremd se
aplica.

'Y > Evaludm nivelul de baza

1.ABCDA'B'C'D’ este cub. Care este proiectia ortogonala a punctului B pe planul (C'DC)?

2. O piramida patrulatera regulata are latura bazei de 14 cm si inaltimea de 18 cm. Ce lungime are
proiectia unei muchii laterale pe planul bazei?
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o0 > Probleme propuse

*

1. Adevdrat sau fals? Proiectia unei drepte pe un
plan este totdeauna o dreapta.

3. Alege rdspunsul corect! In tetraedrul PRIM,
proiectia punctului P pe planul (PIM) este:

2. 1n figura de mai jos, stim ca BC L a. Determina: AP BIR QI D) M
2l pr. 5 4.1n cubul ABCDEFGH determina:
b) pr (4B); B
)p a(BC), a)pr E; b)pr, G; H G
C) pr ; . . .
d)p s 4 e pryH;  dpr,, H E —F
Plac™ @ ; e)pr (ABC)(E G); :
e)pl’AcA; / | f)pr(BCG)(BH). ’?J- N
f) pr (AC). ) . b
* %

5.ABCDA'B'C'D' este paralelipiped dreptunghic
cu AB=8cm, BC=6cm, AA'=15cm.
Calculeaza lungimile proiectiilor lui AC' pe cele
sase fete ale paralelipipedului.

6. Punctele 4, B, C, situate de aceeasi parte a
planului f, sunt coliniare, astfel incat 4B =
6 cm si BC'=9cm. Punctele 4’, B, C'sunt
proiectiile acestora pe planul . Stiind ca A'B'=
4 cm, calculeaza lungimea segmentului 4'C".

7. Dreptunghiurile ABCD si ABEF au latura AB
comuna si sunt situate in plane diferite. Stim ca
pr(ABE)D =F.

a) Demonstreaza ca DCEF' este dreptunghi;
b) Aratd ca CE L (AFB).

c) Determina pr(BEF)AC;
d) Afla lungimea proiectiei segmentului BD pe

planul (AEF), daca AB=4cm, AF=3cm.

e) Precizeaza pr . (O), unde {0} =AC N BD.

(ABE)

* kK
8. Proiectia triunghiului ABC pe planul a este
triunghiul A'B'C". Demonstreaza ca proiectia
0 centrului de greutate al triunghiului ABC pe «
este centrul de greutate al triunghiului 4'B'C".
9. ABCDEFA'B'C'D'E'F" este prisma
hexagonala regulata cu AB =6 cm,
A'A =12 cm. Calculeaza lungimea proiectiei
segmentului A'D pe planul (BCC").

10. Sectionand piramida patrulatera regulata
VABCD cu un plan paralel cu baza,
ce trece prin mijlocul muchiei V4, obtinem
trunchiul de piramida ABCDA'B'C'D".
Stiind cd aria patrulaterului ABCD este
de 20 cm?, calculeazi aria proiectiei
patrulaterului A'B'C'D’ pe planul (4BC).

11. in piramida triunghiulara regulata SABC,
O este centrul bazei. Determina pr g, , (BC).

* kK

12. Piramida triunghiulara regulata VABC are
muchia bazei de 6 cm. Notam cu M si N
mijloacele muchiilor VA sirespectiv VB.
Calculeaza aria proiectiei triunghiului CMN
pe planul (ABQC).

'Y > Alege si rezolva in 5 minute!

regulat, 4' =pr,

Calculeaza lungimea
A'D= 6\/5 cm.

proiectiei diagonalei
unui cub cu latura de
1 ¢cm pe una dintre fete.

6.6. Proiectii ortogonale de puncte, de segmente si de drepte pe un plan

ABCD este tetraedru

BCD.

Calculeaza lungimea
muchiei tetraedrului.

13. Investigatie
In ce situatii umbrele corpurilor ar putea fi
considerate proiectii ale acestora pe diverse
plane?

ABCA'B'C" este prisma dreapta

cu baza triunghi echilateral.
DacaAB=AA'=12cm,

calculeaza lungimea proiectiei
segmentului A'B pe planul (BCC".

A si

145



Unghiul dintre o dreapta si un plan.
Lungimea proiectiei unui segment

Tiroliana este un sistem simplu de deplasare prin alunecare pe un cablu
fixat intre doua puncte aflate la inaltimi diferite. Geo fsi ajuta tatal la
instalarea unei tiroliene. Cablul, bine intins, este fixat intre doi pomi

din gradina casei, aflati la 30 m unul de altul. Terenul nu este inclinat.

Geo a aflat ca, pentru a nu permite atingerea unei viteze prea mari, care ar
putea duce la accidente, cablul trebuie sa aiba un unghi de inclinare fata
de sol de 2-4 grade. Punctul situat mai jos a fost fixat la 1,5 m de sol. Cum poate stabili Geo la ce inaltime
trebuie fixat celdlalt capat al cablului?

m))j Cum aflam madsura unghiului dintre o dreapta si un plan?

m))) Fie o dreapta care nu este perpendiculara pe un plan.

Masura unghiului dintre o dreapta si un plan este egala cu mdasura
unghiului dintre dreapta data si proiectia sa pe planul respectiv.

«<(d,o) =<x(d, pr,d).
e Exemplu: In figura alaturata, d Na ={4}. Alegem un punct B
pe dreapta d, B # A, sinotam B'proiectia lui B pe plan.
Unghiul dreptei d cu planul o este XBAB'. o

in cazulin care d C a sau d || a, atunci <(d, ) = 0°,iardacd d L a, /
atunci <x(d, a) = 90°.

o0 > Exprimare orald

Foloseste figura de mai sus pentru a explica de ce AB'=AB - cosu, unde u este unghiul format de
dreapta AB cu planul a.

o0 > Rezolvdm situatia-problema

Notam A si B punctele in care este fixat cablul. Proiectia dreptei
AB pe planul solului este dreapta A’'B’, asadar unghiul formatde 4
cablu cu planul solului este unghiul dreptelor AB si A'B'.

ABB'A’ este trapez dreptunghic. Daca AP L BB'= AP || A'B’,

asadar unghiul ce are masura impusa intre 2° si 4° este <BAP. A’

tgXBAP = % = BP = AP -tg<BAP =30-tg<xBAP . Folosind un tabel trigonometric sau un

calculator gasim tg2° = 0,035 si tg4° = 0,07, de unde 1,5m < BP < 2,10 m, valori care insumate la B'P
(care este 1,5 m) conducla 2,55m < BB'< 3,60 m.

Dacd distanta dintre pomi ar fi mai mare, unghiul de inclinare a cablului fata de ( Gandim critic
sol ar fi mai mare?

si constructiv!

'Y > Evaludm nivelul de baza

1. VABCD este piramida patrulatera regulata. Numeste unghiul format de VD cu planul bazei.

2. Ce lungime are proiectia pe un plan a unui segment cu lungimea 8 cm, daca dreapta care contine
segmentul formeaza cu planul un unghi cu masura de 60°?
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'Y > Problemad rezolvata

format de o muchie laterala cu planul bazei.

Rezolvare:

cum triunghiul este isoscel, xVAO = 45°.

o0 > Probleme propuse

VABCD este piramida patrulatera regulata, in care <CVB =60°. Calculeaza unghiul

Notam / lungimea muchiei bazei. Deoarece AVBC este echilateral2=> CV=BV=1L
ABCD este patrat = AC = IN2 . inAVAC obtinem 2+ > = (l\/i) , de unde
conform teoremei reciproce a lui Pitagora deducem ca este dreptunghicin 4; -

*
1. Proiectia segmentului AB pe planul o
este segmentul AB'. Stiindca AB=16.cm,
calculeaza lungimea segmentului AB’, daca:
a) <(4B,a) = 30° b) «(4B,0) = 45°
c) <(4B,a) =60° d) <(4B,a) =90°

2.1n cubul ABCDA'B'C'D’, calculeazd masura
unghiului format de AD’ cu planul (BDD").

3. O cutie de carton are

forma unui paralelipiped 0
dreptunghic, cu lungimea

35 cm silatimea 12 cm.

Daca se introduce in cutie

o bagheta subtire, cain

imagine, aceasta formeaza un unghi de 45° cu
planul bazei. Calculeaza inaltimea cutiei.

* %
4. Pentru sustinerea unui pom s-au fixat in acelasi
punct de pe tulpina doua prajini drepte de
lemn. Punctele de sprijin pe sol sunt situate
fata de tulpina la 5,5 m, respectiv 2 m. Daca
prima prajina are lungimea 7,3 m, ce lungime
are cealalta?

5. O gramada de nisip are forma

unui con cu diametrul bazei
4 m. Generatoarea formeaza

cu planul bazei un unghi \
cu masura de 30°. Arata ca
inaltimea gramezii este mai mica de 120 cm.

* kK

6. O prisma dreapta cu baza triunghi echilateral
are aria bazei 3+/3 cm?si aria unei fete laterale
124/3 cm2 Calculeazs mésura unghiului
format de o diagonald a unei fete laterale cu
planul unei baze.

7.0 diagonala a unui paralelipiped dreptunghic
formeaza cu cele trei fete cu care are un varf
comun unghiuri cu masurile u, v, w.

Justifica relatia cos’u + cos?v + cos’w = 2.

8. O placa de beton in forma de %

patrat este prinsa de carligul
unei macarale cu patru
cabluri de lungimi egale, care
formeaza cu placa unghiuri
de 30°. Daca aceste cabluri se
lungesc cu 1 m fiecare, unghiul pe care il formeaza
ele cu placa creste cu 15°. Demonstreaza ca
latura placii este mai mare de 5 m.

* ok Kk

9. Laturile 4B si AD ale patratului ABCD
formeaza cu planul a unghiuri cu masura de
30°. Calculeaza masura unghiului format de
dreapta AC cu planul a.

(X > Alege si rezolvd in 5 minute!

ABCDA'B'C'D’
este cub. Calculeaza
masura unghiului
dintre D'4 si (ABC).

6.7. Unghiul dintre o dreapta si un plan. Lungimea proiectiei unui segment

Un trunchi de con are razele bazelor
3 cmsi 8 cm, iar inaltimea este 5 cm.
Calculeaza masura unghiului format
de generatoare cu planul bazei mari.

10. Demonstreaza ca toate cele 12 muchii ale
cubului ABCDEFGH fac cu planul (ACF)
unghiuri de masuri egale. Identifica un alt
plan, determinat de varfuri ale cubului, avand
aceeasi proprietate.

VABCDEF este o piramida
hexagonala regulatd, in care
raportul dintre inaltime si latura
bazei este /2 . Calculeazs masura
unghiului format de VA4 cu planul
(VBE).
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Diedru. Unghi plan corespunzator
unui diedru

o0 > O situatie-problema

Planul monitorului si planul tastaturii unui laptop cum e cel din imaginea alaturata
formeaza un diedru (di = 2 si edru = fata). Cum aflam masura diedrului?

))Z Care este analogul din spatiu al unghiului din plan?

- 1. Ce este un diedru?

3

Un punct al unei drepte determina O dreapta dintr-un plan determina

pe acea dreapta doua semidrepte. doud semiplane. in imagine este
In imagine a fost evidentiata evidentiat semiplanul determinat de
semidreapta OB. /Q/ dreapta d si punctul A. Dreapta d este d o
Punctul O este B frontiera semiplanului. Y|
originea semidreptei. Prin ,frontiera”intelegem dreapta de
intersectie a celor doua semiplane.

® ® © - > Compardm si definim!

in plan In spatiu
Unghiul este figura plana formata de doua Definitie: Se numeste diedru reuniunea a doua
semidrepte care au aceeasi origine. semiplane care au aceeasi frontiera.

Doua drepte concurente formeaza patru unghiuri.  Frontiera se mai numeste si muchia diedrului.
Doua plane secante formeaza patru diedre.

Desendm Interpretam Desendm Interpretam
Unghiul AOB B Semiplanele marcate
A .
este format de o pe desen, determinate
0] semidreptele OA4 si inplanele o si f de
OB, care au originea d dreapta d, formeaza
B O comuna. un diedru

- 2. Ceinseamnd unghi plan corespunzdtor unui diedru?
Imaginile alaturate reprezinta pozitia aceleiasi usi in doua momente

diferite. Putem compara cele doua pozitii ale usii, comparand - ~

unghiurile ABC, si ABC,. AC B A B .
1 2

4 Un unghi plan corespunzator unui diedru este un unghi format de doud semidrepte
continute in fetele diedrului, care sunt perpendiculare pe muchia diedrului intr-un punct al acesteia.

Doua unghiuri plane corespunzatoare unui diedru au aceeasi masura.

Demonstratie: Fie <ABC si <DEF doua unghiuri plane corespunzatoare unui diedru de muchie d. Alegem
punctele A4, C, D si F astfel incat AB = DE si BC = EF. Deoarece AB si
DE sunt coplanare, perpendiculare pe dreapta d, obtinem ca ABED este

D
un paralelogram. Analog, BCFE este paralelogram. Aplicand teorema de MK
<y >

tranzitivitate a relatiei de paralelism, din AD || BE si CF || BE obtinemca |4 B
AD || CF.Cum AD = BE = CF deducem ca ADF'C este paralelogram, w
deci AC = DF.Rezultd ca AABC = ADEF, deci <ABC = <DEF.
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- 3. Ceinseamnd mdsura unui diedru?

M))j Masura unui diedru este masura unui unghi plan corespunzatoare diedrului.

Exemplu: In cubul ABCDA'B'C'D' masura diedrului determinat de D ¢
dreptunghiurile ABCD si CDA'B' este masura unghiului A'DA, 4’ ; B’
0 deoarece acesta este un unghi plan corespunzator diedrului dat. :
De aceea, masura diedrului este de 45°. D(3ecumiess C
A B

o0 > Exprimare orald
A B'CB este un alt unghi plan corespunzator diedrului. Ce masura are acesta?

® ® © - > Rezolvam situatia-problema

Schematizam monitorul cu dreptunghiul AEFD si tastatura cu dreptunghiul BCFE.
Atunci, pe frontiera EF avem AE 1 EF cu AE inclusa in semiplanul dreptunghiului E
AEFD si BE 1 EF cu BEinclusa in semiplanul dreptunghiului BCFE. B
Masura diedrului este egala cu masura unghiului AEB. C o

'Y > Problemd rezolvata

in prisma triunghiulara regulats ABCA'B'C’ notdam D mijlocul muchiei AB. Stim cd AB =12 cm si
AA' =6 cm. Calculeaza:

a) masura diedrului format de triunghiurile DCC' si BCC",

b) masura diedrului de muchie CD, ale carui fete mai contin varfurile A', respectiv B

Rezolvare:

A

Cum redactdm? Cum gandim?
Al

a) Muchia diedrului este CC', deoarece punctele
C'si C"apartin simultan planelor (DCC") si (BCC)).
Deoarece CC' L (ABC) si CD C (ABC), deducem

Identificdm

ca CC' L CD. Analog, BC L CC'. doua
Asadar, un unghi plan corespunzator diedrului din perper?dlcylarep?
enunt este XDCB. A muchia diedrului,

fiecare in cdte una
din cele doud
fete.

Acest unghi are mdsura 30°, deoarece in AABC
echilateral, mediana CD este si bisectoarea
unghiului BCA.

b) Demonstram mai intai ca CD L (ABB'A"). De aici va rezultaca CD 1 DA’
si CD 1 DB', deci un unghi plan corespunzator diedrului dat este <A4'DB".

Afirmatia de mai sus rezulta din urmdtoarele doua relatii: CD 1 AB —
(deoarece CD este mediana in triunghiul echilateral ABC); CD L BB' >
(deoarece prisma este dreapta).

Putem

S anticipa

Este necesar deci sa calculam masura unghiului 4A'DB". ce urmeaza s
Conform datelor problemei, triunghiurile A’AD A B’ demonstram, pentru
si B'BD sunt triunghiuri dreptunghice isoscele, ca solutia d’ata“ Py
deoarece A'’A =AD = DB = BB'=6 cm. Deducem Yy g

. N , L By o . poata fi urmdritd
ca unghiurile A'DA si B'DB au masura de 45°, deci mai usor!
unghiul diedru din enunt are masura de 90°. A 5 B a

o0 > Evaluam nivelul de baza
ABCDA'B'C'D' este cub. Ce masura are diedrul determinat de patratul ABCD si dreptunghiul D'ABC"?
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o0 > Probleme propuse
*

1. Adevdrat sau fals? Masura unui diedru este
masura oricarui unghi format de doua
semidrepte cu aceeasi origine, incluse in fetele
diedrului.

2.1n cubul ABCDA'B'C'D’, calculeaza masurile
diedrelor determinate de:

@ a) fetele ABCD si ABB'A";
b) fata ABCD siplanul (ADB);

c) planele (BDA) si (BDB).

* &

3. Alege rdspunsul corect! in prisma patrulatera
regulatd ABCDA'B'C'D’, masura diedrului
determinat de planele (44'C) si (AA'B) este:
A) 90°; B) 60°; C) 45 D) 30°.

4. Deseneaza si noteaza piramida patrulatera
regulatd SABCD. Evidentiaza pe desen unghiuri
plane corespunzatoare diedrelor determinate de:
a) planele (S4B) si (SBC);

b) planele (ACS) si (ACB).

5. Patratele ABCD si ABEF determina un
diedru cu masura de 60°.
a) Precizeaza un unghi plan corespunzator
diedrului.
b) Stiind cd AB =6 cm, calculeaza CE.
¢) Determina masura diedrului format de
planele (ABC) si (ABE).

6. Calculeaza cosinusul si sinusul unghiului
plan al diedrului format de doua fete ale unui

tetraedru regulat.
* ok ok

7. Pe planul triunghiului echilateral ABC,
cu AB =4 cm, seridica perpendicularain A4,
pe care se ia punctul D cu AD=6cm.
a) Arata ca, daca M este mijlocul lui BC, atunci

A DMA este un unghi plan corespunzator
diedrului determinat de planele (BCA) si (BCD).

b) Calculeaza masura diedrului determinat de
planele (BCA) si (BCD).

c) Calculeaza masura diedrului determinat de
planele (ADB) si (ADC).

8.ABCDA'B'C'D' este prisma dreapta cu
A'4=43cm si baza patratcu AB =4 cm.
Calculeaza masura diedrului determinat de:
a) (4'4D) si (ABC); b) (A'BC) si (ABO);
c)(A'D'C) si (4'D'D).

9. Corpul din figura alaturata D,
este format prin lipirea
a 5 cuburi identice. C
Calculeaza masura
diedrului determinat B
de planele (BCA) A
si (BCD).

* KKk

10. Triunghiurile echilaterale ABC si ABD au
latura AB comund, dar sunt incluse in plane
diferite. Stim ca <XCBD =60° sicd AB=4cm.
Afla sinusul unghiului plan corespunzator
diedrului format de planele (4BC) si (BCD).

11.1n triunghiul ABC, decupat din hartie, notdm
M si N mijloacele laturilor AB si AC si
D =pr, (). indoim triunghiul de-a lungul
segmentului MN, pana cand distanta dintre
A si D se injumatateste fata de situatia
initiala. Determina masura diedrului astfel
format.

12. VABCD este piramida patrulatera regulata
cu O centrul bazei, YO =4+/3 cm si
AB =8 cm. Determind masura diedrului
format de planele (VBC) si (VAD).

(X > Alege si rezolvd in 5 minute!

ABCDA'B'C'D'
este cub. Calculeaza
masura diedrului
dintre planele

(BBCC)) si (4'BCD)).
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ABCA'B'C' este prisma dreapta
cu baza triunghi echilateral

cu AB=6cmsi A’'A=3cm.
Calculeaza masura diedrului
dintre planele (4'BC) si (ABC).

13. Prisma dreapta ABCDEF are bazele
triunghiuri echilaterale cu latura de 12 cm
si diedrul determinat de planele (4BC) si
(ABF) are masura de 60°. Calculeaza CF.

ABCDA'B'C'D' este prisma
dreapta cu baza patrat cu

AB =4 cm. Calculeaza lungimea
inaltimii prismei daca masura
diedrului dintre planele (4BC'D")
si (ABCD,) este de 60°.
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Unghiul a doua plane

® ® © - > Osituatie-problema

Din excursia din vacanta de vara, Geo a cumparat un obiect din piatra,
de forma unei piramide patrulatere regulate, cu toate muchiile de 6 cm.
Cat de inclinate sunt intre ele doua fete laterale alaturate?

m))/ Cum determinam masura unghiului a doua plane?

In plan In spatiu
Doua drepte concurente determina patru unghiuri, care Doua plane secante determina patru diedre, care
au doua cate doua aceeasi masura. Masura unghiului au doua cate doud aceeasi masura.
dintre doua drepte concurente este cea mai mica dintre Cum crezi ca se
masurile unghiurilor formate de aceste drepte. poate defini masura
Exemple: d unghiului dintre
doua plane?

30° d»

m))]VIéisura unghiului dintre doua plane secante este cea mai
mica dintre masurile diedrelor formate. Mdsura unghiului a doua plane secante
este egala cu masura unghiului dintre doua drepte perpendiculare pe dreapta
de intersectie a planelor date.

ﬂ In rezolvarea problemelor, redactam astfel:
anf=d
AB 1d,ABca = <(a,B)=<«(4B,BC)=<4BC.
BC 1 d,BCc B

® ® © - > Rezolvam situatia-problema

Notam SABCD piramida patrulatera regulata. Ne propunem sa calculam, S
de exemplu, unghiul dintre planele fetelor (S4B) si (SBC).

Daca M este mijlocul muchiei SB, atunci AM 1 SB si CM 1 SB, deoarece
triunghiurile SAB si SBC sunt echilaterale. Deducem cd unghiul cautat

este unghiul ascutit format de dreptele AM si CM. /? C
4 B

Aplicand Teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice ABC, AMB si BMC,
obtinem: AC = 62 cm; AM = MC = 343 cm.

Deoarece AM? + M(C? = 54 < 72 = AC?, deducem ca triunghiul isoscel AMC este obtuzunghic. De aceea,
masura unghiului dintre planele (SAB) si (SBC) este masura unghiului (ascutit) AMP,unde AP L MC, P € MC.

Calculam AP exprimand aria triunghiului AMC in doua moduri:
AC-MO _MC-AP, dupa efectuarea calculelor, obtinem: 4P = 26 cm.

2 2 \/7
AP 242
Putem calcula: Sin(<):AMP) = --"=

Agypc =

~0,943.

De aceea, masura unghiului dintre fetele SAB si SBC este de aproximativ 71°. 4 (') C

o0 > Evaluam nivelul de baza
ABCDA'B'C'D’ este cub. Afla cosinusul unghiului dintre planele D'AC si ABC.
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o0 > Probleme propuse

*

1. Adevdrat sau fals? Mdsura unghiului a doua
plane poate fi egala cu 135°.

2. Diedrul determinat de triunghiurile ABC si
DBC are masura de 115°. Afla masura unghiului
dintre planele (ABC) si (DBCQ).

* %

3.ABCDA'B'C'D' este un cub. Aflda masura
unghiului dintre (D'CD) si (ABC).

4. Cat crezi ca este masura unghiului dintre doua
plane care coincid? Gandeste-te la unghiul a
doua drepte identice.

5. Piramida lui Keops (Egipt) are forma unei piramide
patrulatere regulate cu indltimea de 147,75 m
si latura bazei de 232 m. Calculeaza o valoare
trigonometrica a unghiului format de planul
unei fete laterale cu planul bazei.

6. Pe planul triunghiului echilateral LES cu
LE =10 cm seridica o perpendicularain L pe
care se ia un punct A, astfel incat AL =5 cm.

Calculeaza masura unghiului dintre planele
(AES) si (LES).

*kk

7. Pe planul dreptunghiului REPT, cu RE = 6+/3 cm

0 si RT=6 cm seridica o perpendicularain R pe care

seiaun punct D, astfelincat DR =6 cm. Calculeaza
madsura unghiurilor dintre planele (PED) si (PER),
respectiv, dintre planele (PTD) si (PTR).

8. In piramida patrulatera requlata VABCD,
indltimea VO are lungimea 8 cm. Afla lungimea
muchiei laterale, stiind ca masura unghiului
dintre planele (VAB) si (ABC) este egala cu:

a) 30° b) 45° c) 60°.

9. TA este o dreapta tangenta la cercul de centru
O siraza OA =9 cm. Pe perpendiculara in O pe
planul cercului se iaun punct V, VO = 343 cm.
Afla masura unghiului dintre planele (VAT) si
(OAD.

10. Investigatie. Conform legii, inclinatia
rampelor de acces pentru persoane cu
dizabilitati trebuie sa fie de (aproximativ)
5%; aceasta inseamna ca tangenta unghiului
format de planul rampei cu planul orizontal
al solului este 0,05. Verifica pentru cel putin
trei rampe daca acestea se incadreaza in
recomandadrile legale. Noteaza datele intr-un
tabel, specificand si metodele folosite pentru
determinarea inclinatiei.

* Kk Kk

11. In paralelipipedul dreptunghic
ABCDA'B'C'D', AD = 6 cm, unghiul dintre
planele (BCD) si (B'CD) are 60°, iar cel dintre
planele (4'BC) si (ABC) are 30°. Calculeaza
perimetrul triunghiului ACD".

12. ABCDA'B'C'D’ este prisma dreapta cu
A'A=+/6 dm si baza patrat cu AB =6 dm.
Calculeaza «x[(4'BD), (C'BD)].

13. Consideram tetraedrul ABCD, tridreptunghic
in A: aceasta inseamna ca toate unghiurile
BAC, CAD, BAD sunt unghiuri drepte. Stiind
cd AB = AC = AD, determina si calculeaza (sau
aproximeazd) unghiul planelor: a) (4BC) si
(ADC); b) (ABC)si(ADB); <) (ABC)si(BCD);
d) (ABD)si (BCD); e)(ADCQ) i (BDC).

14. Demonstreaza ca, in cubul ABCDEFGH,
planul (AFC) face unghiuri de masuri egale cu
toate planele fetelor cubului. Determina un alt
plan, ce contine trei varfuri ale cubului si are
aceeasi proprietate.

(X > Alege si rezolvd in 5 minute!

ABCDA'B'C'D' este
un cub. Determina

«[(C'CB), (D'BCY].
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ABCA'B'C" este prisma dreapta
cu baza triunghi echilateral cu
AB=8cmsi A'’A=4cm.
Determina «[(B'AC), (ABC)].

15. In tetraedrul ABCD, masura diedrului format
de fetele ABC si ABD este de 110°. Fie
CN si DM indltimile din C, respectiv D ale
tetraedrului. Calculeaza mdsura unghiului
dintre dreptele CN si DM.

ABCDA'B'C'D' este prisma
dreapta cu baza patrat cu

AB=6cmsiA'A =342 em.
Determina «x[(4'BD), (DBC)].
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Plane perpendiculare

o0 > O situatie-problema

Figura alaturata reprezinta schematic o scena in aer liber a unui teatru.
Dreptunghiul DECR reprezinta un decor ancorat de doi stalpi DR si EC,
iar dreptunghiul CRIN reprezintd scena propriu-zisa. Stiind ca R/=10m,
iar unghiul DRI este drept. Care este pozitia decorului fata de planul scenei?
Ce distanta este de la centrul scenei la decor?

m))j Ce sunt planele perpendiculare?

»- 1. Cum definim planele perpendiculare?

o0 > Sa comparam

In plan In spatiu
Doua drepte concurente Doua plane secante formeaza
formeaza patru unghiuri. patru diedre.
Daca doua drepte formeaza Daca doua plane formeaza T
un unghi cu masura de 90°, un diedru cu masura de 90°,
atunci oricare dintre celelalte atunci oricare dintre celelalte diedre formate
unghiuri formate are masura de 90°. diedre formate de plane are masura de 90°.

M)))Planele a si f sunt perpendiculare daca unul dintre diedrele

determinate de ele are masura de 90°. Notam: o L S D’ C’
!:'xemplu: A’ B
In cubul ABCDA'B'C'D’, (ABC) L (CBB") pentru ca |
madsura unui diedru format de aceste plane este de 90°. D:. 1 _JC
A B

- 2. Cum putem demonstra cd doud plane sunt perpendiculare?

Daca un plan a contine o dreaptd a perpendiculara pe un plan f atunci cele doua plane
sunt perpendiculare.

Formuldm Reprezentdm Demonstrdm
Ipoteza: Notdm d = a N f dreapta de intersectia a celor doud plane
alp a si {P} =a N f punctul de intersectie dintre dreapta
aCca a a si planul f. Construim dreapta b cu proprietétile: b C f,
bld PE€b.
Concluzia: d Deoarece a L si bC f, d C ff,deducemcaa L b si a Ld.
alp Din modul de constructie, unghiul dintre planele
P !
Y b o si f este unghiul dintre dreptele a si b, adica 90°.

in concluzie: o L S.

( Gandim critic

Citeste demonstratia teoremei anterioare. Unde am folosit faptul cd a C a?

si constructiv!

® ® © = > Rezolvdm situatia-problema

Pasii principali de rezolvare sunt: D
1. Aratam ca DR L (CRI) si, cum DR C (DRC) = (DRC) L (CRD); r 0] C
2. Fie A centrul dreptunghiului CRIN si O proiectialui 4 pe RC.

Aratam ca AQO este linie mijlociein ARNC.Rezultda AO =5 cm. Ji N
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) 3. Ce proprietdti au planele perpendiculare?

Enuntam Redactdm Aplicam
Dacs dous « B In cubul ABCDA'B'C'D’, D o
planesecante a si ff sunt Ap b planele (4BC) si (CDC) %
perpendiculare, atunci orice ~ "l 41 p suntperpendiculare, A : B
dreapta inclusa intr-unul aca iar dreapta d ce uneste :
din ele perpendicularé pe alb mijloacele muchiile L
dreapta lor de intersectie, AB i CD este D* / C
este perpendiculard pe perpendlculara pe CD. 4 B
celilalt plan. Deci: d L (DCC).
WCILEER Daca doud alp In piramida patrulatera g
plane a si B sisunt anp=b regulatd SABCD,
perpendiculare, atunci — f'ep Planele (SAQ si (ABC)
proiectia pe unul dintre dea sunt perpendiculare. M, c
plane a oricarui punct prsA=A' ) ‘ ‘
din celalalt plan apartine ¢ Daca M € §4, atunci 4 B
dreptei de intersectie a celor DT peM) € AC.
doua plane.

® ® © = > Problemad rezolvata
In piramida hexagonala regulatd VABCDEF, avand AB=12cm
siinaltimea VO =6 cm, notam M mijlocul muchiei BC,

VM
iar pe apotema VM luam punctul N astfel incat VN:T.

Arata ca (ADN) L (VBO).

Rezolvare:

Cum redactdm Cum gdndim

Vom ardtaca ON L (VBC). —

Aplicand Teorema lui Pitagora in AVMO, in care OM = 6+/3 cm si VO=6 <= _-Fnuntim
cm, obtinem VM =12 cm. dela fn)ceput
Deducemca VN=3cm si MN=9cm. strategia de
NM OM rezolvare: gdsim o
- dreaptd situatd in unul
din cele doud plane,
perpendiculard pe
celalalt plan.

Se verifica usor egalitatea , din care rezulta V

OM VM N
cd ANOM si AOVM sunt asemenea (conform criteriului de m
asemanare LUL). Astfel, obtinem ca XONM =XVOM =90°, O M
asadar ON L VM (7).
Pe de alta parte, BC L OM si BC L VM, deci BC L (VOM)
sicum ON C (VOM), obtinem BC L ON (2).
Din relatiile (1) si (2) deducem ca ON L (VBC).
Deoarece ON C (ADN), rezulta ca (ADN) L (VBCQ).

Gaseste o metoda diferita de cea prezentatd, pentru a dovedica ON L VM. ( andinucitc

si constructiv!

o0 > Evaludm nivelul de baza
1.ABCDA'B'C'D' este cub. Arata cd (4’AB) L (ABC).
2. VABC este piramida triunghiulara regulata cu VO L (4BC). Aratati ca (VOA) L (4BC).
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o0 > Probleme propuse

*

1. Proiectia triunghiului ABC pe un plan este
triunghiul DBC.In triunghiul DBC, BE este
inaltime cu £ # D. Demonstreaza ca:

a) (ABD) L (DBC); b) (4DC) L (DBC);

¢) BE 1 (ADC).
* %

2. Triunghiul ABC este echilateral, iar M € BC
astfel incat «BAM =30°. Fie SA L (ABC).
Demonstreaza ca:

a) (S4B) 1 (4BC);
) (SAM) L (4BC);

b) (S4C) L (ABC);
d) (S4M) L (SBCQ).

3. VO este indltimea unui con circular drept a
carui sectiune axiala este triunghiul VAB, iar
CB este tangenta la cerc. Demonstreaza ca:

a) (VAB) L (4BC); b) (VOC) L (ABCQ).

4, Pe planul patratului UNIC seridica o

perpendicularain U pe care se ia un punct B.

5. ABCD este tetraedrucu AB=AC=DB=DC,
iar M este mijlocul muchiei BC.
Demonstreaza ca (ABC) L (AMD).

6. Pe planul dreptunghiului REPT seridicd o
perpendicularain R pe care seia un punct
D # R. Demonstreaza ca:

Demonstreaza ca: a) (BUN) L (UNI); a) (DRE) L (PER); b) (DRP) 1 (PER);
b) (BUI) L (UNI); c) (BNI) L (BUN). c) (DEP) L (DRE); d) (DPT) L (DRT).
kK

7.ABCDA'B'C'D' este cub cu AB=10cm,
iar E, F' sunt mijloacele segmentelor A'D,

respectiv, D'B. Fie O =pr(ABC)F.

a) Demonstreaza ca (EFO) L (ABC) si
calculeaza d[F,(ABC).

b) Demonstreaza ca (EFO) 1L (B'BC) si
calculeaza d[(EFO),(4'B'B)].

8.ABCA'B'C'" este prisma dreapta cu baza
triunghi echilateral cu AC =4 cm. Fie M
mijlocul muchiei AC si P centrul fetei
BB'C'C. Stiind ca «[C'4,(ABC)] = 60°, arata
ca (BMC") L (4'AC) si calculeaza distanta
dela P laplanele (4BC), respectiv, (4'AC).

okt

9. Triunghiurile echilaterale ABC si ABD au
latura AB comuna si sunt situate in plane
perpendiculare. Fie M mijlocul lui AB.

a) Demonstreaza ca KCMD este unghiul
plan corespunzator diedrului dintre
(ABCQ) si (ABD);

b) Justifica daca (CMD) L (4BC);
¢) Stiind ca AB =4 cm, calculeaza CD;
d) Verifica daca (BCD) L (ABD).

10.Fie ABCDA'B'C'D' un cubsifie M
mijlocul muchiei CC’". Demonstreaza ca:
a) AC' L (A'BD); b) (A'BD) L (MBD).

11.1n cubul ALGEBRIC, fie M mijlocul muchiei
LR.Demonstreaza ca (ACG) L (AMG).

12. Hexagonul requlat ABCDEF, decupat
din hartie, se indoaie dupa dreapta FC
astfel incat planele (ABC) si (DCE) devin

lungimea segmentului AD, dupa indoire.

o0 > Alege si rezolva in 5 minute!

ABCDA'B'C'D’ este cub.
Demonstreaza ca

(C'BD) L (4'40).

6.10. Plane perpendiculare

perpendiculare. Daca AB =12 cm, calculeaza

VABC' este piramida triunghiulard
regulata cu VO L (ABCQ).
Demonstreaza ca

(VBC) L (YOA).

13. a) in piramida patrulatera regulatd VABCD,
determina raportul intre muchia bazei si
indltimea piramidei, astfel ca (VAB) L (VCD).

b) in piramida triunghiulara regulatd VABC,

determina raportul intre muchia laterala si
muchia bazei, astfel ca (VAB) L (VAC).

VABCD este piramida
patrulatera regulata.

Demonstreaza ca
(VBD) L (VAQO).
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Teorema celor trei perpendiculare

o0 > O situatie-problema D C

O scoala a cumpadrat doua porti de handbal pentru terenul de sport, cu
b
A

indltimea AD = BC =2 m si latimea CD = 3 m. Pentru siguranta elevilor,
fiecare poarta este ancorata de cate o bara metalica, b, situata in spatele
portilor la distanta de 1 m de 4 si B. Conducerea scolii a hotdrat sa
incastreze bara b in beton si sa uneasca cu b varfurile C'si D ale portii, prin bare de lungime minima.
La un depozit s-au gasit bare metalice cu lungimea totala de 10 m. Este oare suficient material pentru
cele patru bare de siguranta?

M))/ Cum putem calcula distanta de la un punct la o dreapta?

in plan putem construi perpendiculara pe o dreapta cu ajutorul echerului, dar B
reprezentarile plane ale corpurilor geometrice nu pastreaza masura unghiurilor. d

Ca urmare, nu putem verifica daca doua drepte din spatiu |

sunt perpendiculare folosind echerul pe o reprezentare plana a lor. H G
Exemplu: Pe reprezentarea plana a cubului ABCDEFGH, unghiul EDC E L
nu pare sa fie drept, desi ED L DC.

In cazul corpurilor geometrice avem nevoie de reguli specifice pentru a identifica .
drepte perpendiculare. A= B

o0 > Enuntam si demonstram
Teorema celor trei perpendiculare

B

Daca o dreapta este perpendiculara pe un plan si din piciorul ei ducem o 4
perpendiculara pe o dreapta data din acel plan, atunci dreapta determinata

de un punct al perpendicularei pe plan si de intersectia celor doud drepte o

din plan este perpendiculara pe dreapta data din plan. B

Altfel spus: Fie planul @, dreapta d inclusa in a si punctul A exterior lui a. d c
DacaAB L a,BC L dsiBCca,dca,atunciAC L d. 4

Demonstratie
Deoarece AB L a Si d C a deducemca d L AB. Cum d L BC si d L AB,deducemca d 1 (4BC),
deoarece d este perpendiculara pe doua drepte concurente din planul (ABC).Rezulta ca AC L d.

® ® © = > Rezolvdm situatia-problem

Daca DE si CF sunt bare de lungimi minime, atunci DE L b si DF L b. D
Trebuie deci sa identificam distantele de la punctele C si D ladreapta b.

. . . E b
Pentru aceasta, folosim Teorema celor trei perpendiculare.
Construim AE L b, EEDb si BF L b, F € b. Atunci: A

DA 1 (ABE) D
AE 1 b :DEJ_b:d(D,b):DE.

AE,b c (ABE)

Analog, d(C, b) = CF.

Calculdm lungimea segmentului DE din triunghiul dreptunghic DAE (in care <4 =90°):
DE? = AD* + AE? = 5,deci DE = /5 m. 4
in total, cele patru bare de ancorare a portilor au lungimea de 4\/§ m.

Cum 4\/§ =+/80<+/100 =10, deducem ca este suficient material pentru realizarea barelor de siguranta.

C
/7
/ﬁg

S
~

1mE
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Gandim critic

Aplicand teorema celor trei perpendiculare, arata ca CF L b. Care este masura 3 t
si constructiv!

unghiului dintre DE si planul ABE?

'Y} > Evaludm nivelul de baza

1.ABCDA'B'C'D' este cubcu AC N BD ={0}. Demonstreaza ca D'O 1 AC.

2. ABCD este tetraedru regulat cu AO L (BCD), iar OM este apotema triunghiului BCD, cu M € BC.
Demonstreaza ca AM 1 BC.

&
Observa asemdnarea dintre pozitia dreptelor din figura folosita
in demonstratia teoremei si dreptele marcate pe paralelipipedul
dreptunghic reprezentat aldturat. De ce crezi ca teorema se numeste %/
Lteorema celor trei perpendiculare”? d p
a 2
7

Ana si Geo au primit ca tema problema:

,Pe planul dreptunghiului ABCD se ridica perpendiculara AM. Stiind ca AB=6, AD =8, AM =6,
calculati distantadela M la BD".

Compara rezolvarile lor. Sunt ambele corecte? Care este mai simpla?

Rezolvarea Anei Rezolvarea lui Geo
Folosind triunghiurile dreptunghice ABD, MAB

Fie AN L BD, N€ [BD]. )
si MAD, obtinem:
M
BD =+ AB* + AD? =10
_ 2 2 _
MA L (4BC) MB_\/AM +AB* =62 D

AN L BD MD=NAM? +4D* =10 g ¢
:>MNLBD:>d(M BD):MN

AN < (4BC)
D Observam ca triunghiul M
BD c(4BC) MBD este isoscel.
Din AABD cu <A = 90° Construim fnaltimile
obtinem: DE st MF. E
] > 3 8 N Vom calcula
BD =N AB"+ AD" =10 MF exprimand in
AB-AD doud moduriaria B D
AN = BD =48 4 6 B triunghiului MBD. F
M ME = EB =32 = DE =\MD?* - ME* =/82
Din AMAN cu <A =90° obtinem: 3 »  DE-MB_MF-BD
MN =\ AM?* + AN? = \/W coarece: Aupp = T,
Deci: Obtinem: \/_
DE-MB 6+/41
d(M;BD)=1/59,04 ~7,68 d(M;BD)=MF = = ~7,68
28 N BD 5
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o0 > Probleme propuse

*
1. Observa figura siarata ca EB L BC, 3. Transpune in notatii
completand schema: H G matematice conventiile
EAL[ ] J et B marcate pe figura alaturata,
ABL[ ] — ; apoi determina picioarele
: perpendicularelor din E pe
%i% ) e dreptele 4B, BC,CD si BD. g
. B

4. Alege raspunsul corect!
in cubul ABCDEFGH, piciorul perpendicularei
din H pe AC coincide cu punctul de
intersectie a dreptei AC cu dreapta:

2. Pe planul triunghiului echilateral ARS, cu [
mijlocul laturii RS, se ridica o perpendiculara
in A, pe care se ia un punct P # A.

Demonstreaza cd PI 1 RS. A)AB; B)BC;, C)GC; D)BD.

* %

5. Pentru fiecare din cuburile din figurile de mai 6. Proiectia triunghiului ACD pe un plan este
jos, determina un plan si o perpendiculara pe triunghiul BCD dreptunghicin C. Aratad ca
acesta cu ajutorul cdrora poti demonstra ca triunghiului ACD este dreptunghic.

MN 1 NP, aplicand teorema celor trei

perpendiculare. Scrie schema demonstratiei. 7. Pe planul patratului ABCD se ridica

perpendicularain A, pe care se considera un
l,) z M N 7 P S P r punct E.Stimcd AB=4cm, AE=3cm.
— S N a) Calculeaza EB, EC si ED.
: : b) Demonstreazé cd EB L BC si ED 1 DC.

AL B Mg Mo o ; :
c) Determina perpendiculara din £ pe BD.
P M F K L d) Calculeazs aria triunghiului EBD.
* kK
8. Patratele ABCD si ABEF suntincluse in 10. Paralelipipedul ABCDEFGH are AB=6cm,
plane perpendiculare si AB =2 cm. AD=2cm, AE=3cm.
a) Demonstreazd ca AD L (ABE). a) Justifica in doua modurica 4B 1 BG.
b) Calculeaza distantadela C la AE. b) Calculeaza AC, AG, d(H; AC)si d(4; CF).
9. ABCDA'B'C'D’ este prisma dreaptd cu baza 11. VABCDEF este piramida hexagonald regulats,
pétratcu AB=6cm si «x[(4'BC)1,(ABC)] =30°. cuOcentrul bazei, AB=VO=10cm.Calculeaza:
Calculeazd: a)d(D',AB)  b)d(DD', AC) a)d(V,AB) b)<[VA,(ABC)] <) dlA, (VBE).
c) aria triunghiului D'AC.
L 8.8 8 ¢
12. In paralelipipedul dreptunghic 13. ABB'A’ este sectiunea axiala a unui cilindru
ABCDA'B'C'D', avem AA'=d(A, BD). circular drept cu G=8 cmsi AB=12cm. Ceste
Demonstreaza ca orice punct M al un punct situat pe arcul AB, astfel incat masura
segmentului B'C este egal departat de unghiuluila centru AOC este egala cu 60°.
dreptele BD si A'C". Calculeaza distantadela 4" la BC.

Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

ABCDEFA'B'C'D'E'F'
este prisma dreapta cu baza

VABC este piramida
cu O centrul bazei, hexagon regulat cu
VO =4dm si AB =24dm. AB =AA"'=4 cm.
Calculeaza d(V; AB). Calculeaza d(B"; CF).

ABCDA'B'C'D’ este
cubcu 4B =8dm.
Calculeaza d(B’, AC).
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Calcularea unor distante in spatiu

®0 > O situatie-problema A

Un bijutier a realizat un medalion din rubin, avand forma unui corp VABC, avand fata ABC
triunghi echilateral cu centrul O, iar celelalte fete triunghiuri isoscele cu varful V. Distanta
dela V lafata ABC este VO =20 mm,iardistantadela O la BC este 15 mm.Trebuie
facut un "canal”drept si subtire prin O. Care este cea mai micd lungime posibila a acestuia?

m))/ Cum calculam diferite distante in spatiu?

) 1. Ce tipuri de distante calculdm in spatiu?

o0 > Sd observam!
Comparativ cu geometria plana, in geometria in spatiu au aparut urmatoarele distante:

Distanta de la un punct Distanta de la un punct Distanta de la o dreapta Distanta dintre doua
la o dreapta la un plan la un plan paralelcuea plane paralele.

(i ; ' — Lo S
L DY | AT LA AT

In toate aceste situatii, este necesar sa construim perpendiculare dintr-un punct pe o dreapta.

= 2. Care sunt reciprocele teoremei celor trei perpendiculare?
o0 > Sd analizam!
in Teorema celor trei perpendiculare apar: planul o, dreapta d, d C a

A
si punctele 4, B, C, astfelincat A€ o, BEa, B&€d, CEd.
Teorema se poate redacta astfel:
(1)4B La
= AC Ld d
(2)BC Ld B
Observam ca in teorema celor trei perpendiculare apar doua conditii. a ¢

De aceea, teorema celor trei perpendiculare are doua reciproce.

Prima reciproca a teoremei celor trei perpendiculare

planul a siodreapta AC perpendiculard pe o dreapta d inclusain a si B # C, atunci dreapta

Q Daca dintr-un punct A4 exterior planului a se construieste dreapta AB perpendiculara pe
BC este perpendiculara pe d.

Redactam Reprezentdm Demonstrdm
AB L a 4 Deoarece ABLasidCa = ABld & d1 AB.
AC 1L d Cum d L AB,d 1 AC,ABNAC ={A4} =d L(A4BC).
=BCLld I

BCca ” Din d L (ABC),BC <(A4BC)=d 1L BC < BC Ld.
dca

Aplicatie. n tetraedrul ABCD, AB L (BCD) si AD 1 CD, atunci BD 1 CD. Altfel spus, in conditiile date,
toate fetele tetraedrului sunt triunghiuri dreptunghice.
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A doua reciproca a teoremei celor trei perpendiculare

Daca intr-un punct C al uneidrepte d inclusa intr-un plan o se construiesc doua perpendiculare BC
inclusain a si AC neinclusain o, astfelincat AB este perpendiculara pe BC, atuncidreapta AB
este perpendiculara pe a.

Redactdm Reprezentdm Demonstram
AB | BC 4 Deoarece d L BC, d L AC, , = d L (4BC).
BCLld ‘ Dind L (4BC), = d L AB.
ACLld = 4B la B\ ABLBCsi ,BCnd={C}= 4B La.
BCca
dca

. N < - . . . Gandim critic
Transcrie demonstratia si completeaza detaliile care lipsescin locurile marcatecu .

si constructiv!

o0 > Rezolvdm situatia-problema A 5
Cel mai scurt canal este un segment cu un capat in O, perpendicular pe o fatd laterala ‘Vq
a piramidei, de exemplu pe (VBC).

Notam M mijlocul lui BC. Trasam OH L VM sivom arata ca OH L (VBC), prin doua
metode.

Metodall Metodal Il

Aratam ca OH este perpendiculara pe doua Vom folosi a doua reciproca V
drepte concurente din (VB(). a teoremei celor trei perpendiculare.
Deoarece BC L AM si BC 1 VM, Deoarece OH L VM, OM 1 BC, VM L BC,
iar AM N VM = {M} = BC L (VOM). iar BC € (VBC), din a doua reciproca

Dar, deocarece OH C (VOM), deducem ca a teoremei celor trei perpendiculare

BC 1 OH, echivalent cu OH L BC. se deduce cd OH L (VBC).

Avand si OH L VM, iar BC N VM = {M},

obtinem ca OH L (VBC().

Indiferent de metoda de demonstratie, calcularea distantei OH foloseste faptul ca acest segment este
inaltimea din O a triunghiului dreptunghic YOM.

Din teorema lui Pitagora obtinem VM = 25 mm, de unde OH = e oM -Or = 15-20 =
ip VM 25

12 mm.

Compara cele doua metode de rezolvare a situatiei-problema. Care dintre acestea ( Gandim critic
ti se pare mai simpla? De ce?

si constructiv!

Y > Evaludm nivelul de baza

1. ABCDA'B'C'D' este cub cu AB =20 cm. Calculeaza distantadela C’ la AD sidistantadela
punctul C laplanul C'4D.

@Z.ABCD este tetraedru regulat cu 40 L (BCD) si BC =24 cm. Calculeaza distanta de la punctul O
Y laplanul ACD.

160 Unitatea de invatare 6: Perpendicularitate in spatiu



o0 > Probleme propuse

4. VAB este sectiunea axiald a unui con circular
dreptcu VA=15cmsi AB =24 cm. 6. Paralelogramul ABCD are aria de 15 cm? si
Pe cerc se ia un punct C, astfel incat unghiul laturile de 5 cm si 10 cm. in varful 4 se ridica
la centru BOC are masura egala cu 60°. 0

*
1. Dreptunghiul ABCD, cu AB =24 cm si 2. Pe planul patratului ABCD, cuA4B =18 cm,
AD =12 cm si triunghiul echilateral ABE construim_SA L (4BC) astfel incat
sunt incluse in plane perpendiculare. SA =183 cm. Punctul M este mijlocul
Calculeaza: segmentului SC. Calculeaza:
a) distanta de la punctul C la planul (4BE) a) distanta de la punctul § la dreapta BC;
si distanta de la punctul £ la planul (DAB); b) distanta de la punctul 4 la planul (SBC);
b) distanta de la punctul C ladreapta AE c) distantele de la M la dreptele AB, CD,
si distanta de la punctul B la planul (ACE). BC si AD.
* %
3.ABCDA'B'C'D' estecubcu AB=14cm. 5.Trapezul ABCD are laturile AB=AD=DC=a
Calculeaza: si BC=2a.in punctul 4 seridicao
a) distanta de la punctul D' la dreapta AB; perpendiculara pe planul trapezului pe care
b) distanta de la punctul D la planul (D'4B). se ia segmentul AE = 3a. Calculeaza distantele

dela E la laturile sila diagonalele trapezului.

o perpendiculara pe planul sau, pe care luam

dreptele BM si AC.

18,88 ¢

d) Calculeaza cosinusul unghiului dintre

Calculeaza: punctul M astfel incat AM =2 cm.

a) distanta de la punctul V' la planul (ABC); Calculeaza distantele dela M la laturile si

b) distanta de la punctul 7 la dreapta BC. diagonalele paralelogramului.

* kK
7. Triunghiul ABC are laturile AB=AC=3cm, 8. In paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH,

BC=4cm.Fie MA L (ABC) si AM=2cm. AB =10, BC=6, AE = 8. Determina distanta

a) Calculeazd MB si MC, apoi verifici dac dela punctul F' ladreapta AH.
triunghiul MBC este dreptunghic. 9. Fie dreptunghiul ABCD. De aceeasi parte a

b) Calculeaza distantele dela M la BC sila planului sdu se duc perpendicularele 44", BB,
mediana din B a triunghiului ABC. CC'", DD'pe acest plan, astfel incat

c) Determina pozitia punctului N € AM astfel A'A.' =BB'= CC.' = Dl?' = Al unde [ este )
incat triunghiul BNC sé fie echilateral. piciorul perpendicularei din 4 pe BD. Arata

ca orice punct al segmentului B'C este egal
departat de dreptele BD si A'C".

1

Pe planul patratului
ABCD cu laturade 6 cm
se ridica perpendiculara
AM =3 cm. Calculeaza
distanta de la punctul
M la BD.

6.12. Calcularea unor distante in spatiu

(X > Alege si rezolvd in 5 minute!

ABCDEF culatura AB =4 cm,

10. Fie triunghiul OBC sidreapta 4O perpendiculard pe planul sau. Fie H si H. respectiv
ortocentrele triunghiurilor ABC si OBC, AD si BE indltimiin triunghiul ABC, BE, indltime
in triunghiul OBC. Demonstreaza ca:

04 DH, BE __

a) E.E 1 AC; b)dreapta HH, este perpendiculard pe (4BC); ¢) —.—1.—

ABCD este tetraedru
regulat cu inaltimea
A0 = 4J6 cm.
Calculeaza distanta
de la punctul O

la planul (4BC).

Pe planul hexagonului regulat

se ridica o perpendiculara in
punctul A4 pe care seia

segmentul AM =3 cm.

Calculeaza distantade la M la BC.

161



0 > Recapitulam prin prot

*

1. Infigura alaturata, ABCD este un patrat cu latura de 20 cm, iar dreapta
MA este perpendiculara pe planul patratului. Daca MA =15 cm, calculeaza:

a) distantadela M la AB; A D
b) distantadela M la DC;

c) distantadela M la BD. 4 B ¢
2. infigura alituratd, punctele £, F, G sunt mijloacele muchiilor EG
tedraedrului regulat ABCD. Arata ca planele (EF'G) si (BCD) —\/
sunt paralele si calculeaza distanta dintre ele, stiind ca AB=6cm. B D
C

**

3. Un patrat cu latura de 12 cm este confectionat din hartie. indoim patratul de-a lungul unei diagonale,
pana cand cele doua parti devin perpendiculare. Calculeaza distanta dintre varfurile diagonal opuse,
care nu mai sunt coplanare dupd indoire.

4. Doua cutii paralelipipedice din carton sunt asezate una peste alta, ca in figura alaturata. |-
Demonstreaza ca cele doua drepte marcate pe figurd, determinate de muchii laterale ale
cutiilor, sunt coplanare.

* ok

5. Din teava de alimentare cu gaze a strazii lui Mati trebuie realizata o aici ajunge ¢!
deviatie, ce urmeaza sa ajunga la etajul 2 al unui bloc nou construit. teava

Tevile deviatiei trebuie sa fie pozitionate de-a lungul peretilor si pe sol,
iar pentru micsorarea costurilor, acestea trebuie sa fie de lungime minim AT
posibila. Observa schita alaturata, apoi traseaza noua conducta.
Ce lungime va avea aceasta? 3 mi ST

ﬂ3,5 m

6. Un trepied este construit din 3 bare identice, prinse intre ele la un

capat. Pentru stabilizare, barele sunt conectate la mijlocul lor de un conducta de gaz
disc, astfel ca punctele de conexiune sa determine arce egale
pe circumferinta discului.
a) Realizeaza pe caietul tdu un desen al trepiedului.
b) Demonstreaza ca picioarele trepiedului determina un triunghi echilateral.
¢) Marcheaza pe desenul tau proiectia varfului trepiedului pe sol. Justifica
modul de constructie.
* kK
7. Invarfurile 4 si C ale patratului ABCD se ridica perpendiculare pe E
planul acestuia, pe care se iau, de o parte si de alta a planului, punctele
E si F,cainfigura. Stindcda AB=6cm, AE=8cm si CF=4cm, A D
calculeaza:
a) lungimea segmentului EF; B fo
b) distanta de la punctul B ladreapta EF;
F

c) distanta de la punctul F' ladreapta ED.
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'Y > Testul 1

Ce am invdtat?

Drepte per- Dreapta Plane
pendiculare || perpendiculard| = perpendi-
in spatiu pe un plan culare

— inaltimea
Proiectii pe R
piramidei
un plan
Unghi plan Unghiul
al unui adoua
diedru plane

| Teorema celor trei perpendiculare |

°0 > Rezolv testele pentru a verifica daca pot:

e sa determin perpendicularitatea in spatiu, intre
drepte si/sau plane cu ajutorul proprietatilor
relatiilor de paralelism si de perpendicularitate

e sa precizez proiectii pe un plan ale unor
puncte, drepte si segmente

e sd construiesc indltimea unei prisme sau a unei
piramide

e sa calculez masura unghiului a doua plane in
diverse configuratii

Utilizeaza schema de mai sus si adaugd in portofoliu elementele esentiale din lectiile unitatii 6,

referitoare la conceptele mentionate.

1.1In paralelipipedul G
dreptunghic E : =
ABCDEFGH, !
demonstreaza ca ,,_12 ---------- -7C

4k B

planele (ABC) si
(ACG) sunt perpendiculare.

2. Determina, in cubul B
ALGEBRIC, proiectia
segmentului CL pe planul
(ABG). z

3.Notam cu O centrul fetei v
MOVR a cubului RE—=
MNPQRSUV. <&
Construieste inaltimea o
piramidei ONPUS. 7

4. Invarful 4 al hexagonului
regulat ABCDEF se
ridica perpendiculara pe
planul hexagonului,pe B ”
care se considera punctul 4 E
G,astfelca AG=3cm. © a

Daca AB =6 cm, calculeaza masura unghiului
dintre planele (4BC) si (GCF).

Unitatea de invatare 6: Perpendicularitate in spatiu

1.1n paralelipipedul

2.Determing, in cubul /

M
4. In varful 4 al hexagonului regulat ABCDEF

H G
dreptunghic ABCDEFGH, -
demonstreaza ca planele B Di r
(ABG) si (BCG) sunt 't
perpendiculare. ae B

ALGEBRIC, proiectia B IR
segmentului BR pe Lo
planul (ACL). R -/

3.Varfurile M, N, QO si R v, U

ale cubului MNPQRSUV
determina un tetraedru.
Construieste toate inaltimile

. Qb |- P
acestui tetraedru. Sl 4

se ridica perpendiculara G

pe planul hexagonului,

pe care se considera D
punctul G, astfel

ca AG=4cm.Dacéd F C
AB =4 cm, calculeaza

masura unghiului dintre A4 B

planele (ABC) si (GCD).
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Unitatea de invatare @ Arii si volume ale poliedrelor

8% ~
g Proiect: Gea«wm w m'm’w de L-cn-w
.

° Plan de lucru

m Scop: Veti realiza un album cu imagini ale unor
obiecte avand forme de poliedre

= Materiale necesare: imagini din reviste sau
resurse de pe internet libere de copyright.

° Realizarea proiectului

Lucratiin echipe de cate trei, patru sau cinci colegi!

= |dentificati si numiti formele geometrice din
imaginile alaturate.

= Gasiti si alte imagini reprezentand obiecte cu
forme similare acestora. Addugati in dreptul lor
formulele corespunzatoare pentru calculul unor
lungimi, masuri de unghiuri, arii si volume.

m Atasati o fisa cu probleme propuse si probleme
rezolvate despre corpurile identificate.

Pentru inceput

= Completati intr-un tabel numarul si denumirea
fiecarei forme geometrice sugerate.

m Explicati de ce unele dintre corpuri nu intrd in
categoria poliedre. 0

Interactionati in echipa voastra, realizati albumul cu imagini si fisele cu probleme, apoi prezentati in
clasa cateva probleme propuse si rezolvate.

) Autoevaluare

v’ Rezolva problemele si alege raspunsurile corecte, pentru a verifica ce stii la inceput de unitate de invdtare.

1. Un triunghi dreptunghic are o cateta de 6 m si 4. Un triunghi are aria de 12 cm? Aria triunghiului

ipotenuza de 10 m. Aria triunghiului este egala cu: format de liniile mijlocii ale acestui triunghi este:

A)30m? B)24m?> C)60m? D)48m? A)36cm?> B)3cm? C)6cm? D)12cm?
2. Un triunghi echilateral are perimetrul de 18 cm. 5. Un trapez isoscel are perimetrul de 32 m,

Aria triunghiului este egala cu: linia mijlocie de 10 m si un unghi de 60°.

A) 36 cm? B) 36+/3 cm? €) 81+/3 cm? D) 9+/3 cm? Aria trapezului este egala cu:
) _ _ A)30+/3m? B)100m? C)6+/3m? D)40+/3 m?
3. Un patrat are aria de 50 cm? Suma distantelor de

la un varf al patratului la diagonalele acestuia este: 6. Suma lungimilor tuturor muchiilor unui cub este

A)52cm B)10cm C€)5cm D) 102 cm. de 72 cm. Volumul cubului este egal cu:
A)216cm® B)4cm® C)8cm’ D)24cm’
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Ce stiu deja? Verific!

Test initial de (auto)evaluare Timp de lucru: 45 minute

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni si rezultate necesare pentru parcurgerea acestei
Unitati de invatare. Fiecare problema propusa valoreaza 1 punct. Se acorda 1 punct din oficiu.

I. Scrie pe foaia de rezolvare cuvintele sau rezultatele care, inscrise in spatiile punctate, formeazd enunturi
adevdrate:

Aria patratului 1. Perimetrul unui patrat este de 12 cm. Aria patratului este egala cu ... cm?2.

Volumul cubului 2. Suma lungimilor tuturor muchuloI unui cub este egala
cu 24 cm. Volumul acestui cub masoara ... cm3.
) 3. Suma ariilor tuturor patratelor construite pe laturile
Teorema lui id hi d 5
Pitagora unui dreptunghi este de 36 cm-.
9 Daca pe o diagonala a dreptunghiului se construieste un
patrat acesta va avea aria de ... cm?2.

Il. Scrie pe foaia de rezolvare litera corespunzdtoare rdspunsului corect pentru problemele urmdatoare:

Elemente ale 4. Un hexagon regulat are perimetrul de 12 cm. Lungimea apotemei
poligoanelor hexagonului (in cm) este egala cu: A
3v3

regulate A. 3 B. 243 C —- D. 124/3.
Aria 5. Perimetrul unui dreptunghi este de 16 cm. Lungimea dreptunghiului este
dreptunghiului de trei ori mai mare decat latimea acestuia. Aria dreptunghiului (mdsurata

in cm?) este:

A. 6 B. 12 C. 16 D. 64.

Ill. Scrie pe foaia de rezolvare solutiile complete ale exercitiilor urmdtoare:

Aria 6. Intr-un triunghi dreptunghic, perimetrul este egal cu 30 cm, iar ipotenuza
triunghiului are 13 cm. Calculeaza aria triunghiului.

Aria trapezului 7. Linia mijlocie a unui trapez delimiteaza doua patrulatere, cu ariile de 10 cm?
si 6 cm?. Calculeaza raportul dintre lungimile bazelor trapezului.

Compuneri si 8. Observa figura alaturata, 1cm
descompuneri de apoi calculeaza ariile <>
figuri geometrice poligoanelor construite pe .
reteaua de patrate din imagine.

Compuneri si 9.Fie O centru cubului ABCDEFGH. Arata ca putem descompune cubul

descompuneri de in 6 piramide identice, cu varful in O. Daca muchia cubului este de 12 cm,
corpuri geometrice cat este volumul fiecareia dintre piramidele componente?

Dacd ai obtinut mai putin de jumdtate din punctaj la acest test, este util sd revezi definitiile si proprietdtile verificate mai
sus, pentru a intelege mai bine ceea ce urmeaza.
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Masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul
corpurilor geometrice studiate

o0 > O situatie-problema

Un antreprenor imobiliar proiecteaza o casa al carei acoperis are forma unei piramide patrulatere
regulate. Muchia bazei acoperisului ar trebui sa fie de 6 m, iar indltimea din varful acoperisului pand la
bazd, de 4 m. Trebuie calculatd masura diedrului dintre o fata laterala si baza acoperisului.

Unghiul diedru este important pentru a asigura stabilitatea structurii si eficienta drenajului apei.

Incercand sa calculeze masura diedrului determinat de fetele SAB si ABCD ale piramidei patrulatere
regulate SABCD, Elena si Andrei au inceput rezolvarea astfel:

Rezolvarea Elenei Rezolvarea lui Andrei

Observam ca CB 1 AB.
in planul (S4B), ducem
perpendicularain B pe AB, pe
care luam punctul M, de aceeasi
parte aluiAB casi S.
Masura diedrului dat
este egala cu masura <MBC.

Fie M si N mijloacele muchiilor
AB si respectiv CD. Obseram ca
SM 1 AB si MN 1 AB, deci
LSMN este un unghi plan
corespunzator diedrului dat.
Masura diedrului dat este egala
cu masura <SMN. D

Care dintre cei doi elevi va calcula mai usor masura diedrului?

m))j Cum determinam masuri de unghiuri in corpurile geometrice?
0 > Sd ne amintim

Masura unghiului a douda drepte in spatiu
Definim Reprezentdm Interpretdm

Masura unghiului dintre doua drepte a 180°-a° Z(a, b) = min{a°, 180° - a°}
concurente este egald cu cea mai mica o
dintre masurile unghiurilor formate de b

aceste drepte. a

b
Daca dreptele sunt perpendiculare, al b sau «(a, b) =90°
atunci masura unghiului lor este 90°.

Masura unghiului a doua drepte b a L(a, b) = X(a, b)),
necoplanare este egald cu misura >0< unde dreptele a,, b,
unghiului dintre paralele duse la aceste b sunt paralele prin punctul
drepte printr-un punct oarecare. N ! P prnp

O la a, respectiv b

O Masura unghiului dintre o dreapta si un plan

Definim Reprezentdm Interpretdm
Masura unghiului dintre o dreapta Y L(d a)=(d AB",
si un plan pe care aceasta nu este unde AB'=pr d
perpendiculara este egala cu masura A | “
unghiului dintre dreapta data si a B d
proiectia ei pe planul dat. 7~

dl1l o sau ¥(d, a) =90°

Masura unghiului dintre o dreapta
si un plan pe care aceasta este «
perpendiculara este egala cu 90°.
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Masura unghiului dintre doua plane

Definim Reprezentdm Interpretdm
Masura unghiului dintre doua plane Lo, f=<d,, d),
secante care nu sunt perpendiculare B \d2
este egald cu cea mai mica dintre unde d, Casid Lld,
masurile diedrelor formate de aceste d) dy . .
plane. o B iar d,Cp sid, Lld,

dy .

Masura unghiului a doua plane « alp sau <a, f)=90

perpendiculare este egala cu 90°.

o0 > Probleme rezolvate
O 1. O piramida hexagonala regulata VABCDEF are lungimea inaltimii de 6+/3 cm si a laturii bazei de 6 cm.
Determina masura unghiului dintre dreptele AB si VF.
Rezolvare:
4 Realizam figura corespunzdtoare datelor problemei.
' VABCDEF este piramida patrulatera
regulata cu indltimea VO.

\ Dreptele AB si VF sunt necoplanare.

-\, Cum ABCDEF este hexagon regulat, - ‘

“ AB=BO = OF = FA, deci ABOF acest punct poate apartine uneia
este romb si AB || FO. dintre drepte.

Printr-un punct, convenabil ales,
construim paralelele la dreptele
al caror unghi trebuie determinat;

L(AB, VF)=<X(VF, FO) - Identificam unghiul care da masura unghiului dintre cele doud drepte necoplanare.

V Din VO L (ABC) si OF C (ABC), rezulta VO L OF. Determindm mésura unghiului
Unghiul dintre dreptele VF si F'O este unghiul ascutit ©  incadrandu-l intr-un triunghi

VFO din triunghiul VOF dreptunghicin O. convenabil.
— VO 63 o
toVFO=——=2Y2 __[3,deci VFO=60°.
r o '# FO 6

In concluzie, X(4B, VF) = 60°.

2. O piramida patrulatera regulata VABCD are lungimea indltimii de 343 cm si a laturii bazei de 6 cm.
Determina sinusul unghiului dintre dreapta VA siplanul VBC.

Rezolvare:

Realizam figura corespunzatoare datelor problemei.

VABCD este piramida patrulatera regulata.

Construim proiectia dreptei date pe planul considerat.

Determinam proiectia punctului 4 pe planul fetei VBC.
Pentru aceasta construim perpendiculara d pe BC in punctul B
in planul VBC.

Notam cu A" piciorul perpendiculareidin 4 pe d.

Cum BC este perpendiculara pe dreptele concurente 4B si d, va fi perpendiculara pe planul (4B, d),
care contine dreapta 4A4’, deci BC 1L AA' Dreapta AA' este deci perpendiculara pe planul VBC (1) si
A'=pr,,.,A.Obtinem pr, . VA=VA"

VBC)

7.1. Mdsuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate 167



L(VA, (VBC))=<X(VA, VA") = XAVA' Identificam unghiul care da masura unghiului format
de dreapta datd cu planul considerat.

Construim VM L BC, MO N AD ={N} si NA" L VM. =~ Determinam masura
ABMN este dreptunghi, deci MN=AB =6 cm. unghiului dintre dreapta
AABA'= ANMA'" conform L.U., deci AA"'= NA". si planul considerat.

C Triunghiul VNM este isoscel, cu varfulin ¥, VO este indltime, deci si mediana.

tVMO—Q 3\/_ \/_deu VMO =60° sitriunghiul VMN este echilateral.

A Obtinem NA" = VO = 3/3 cm, deci A4'= 3./3 cm.
Conform teoremei lui Pitagora in triunghiul VOA:
VA=ro*+04% = \/3I 2 =3/5cm.

AL _N3_ 15

in triunghiul VA4’ dreptunghicin 4% sin AVA' = —=—
va 5 5
3. Un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D' are dimensiunile AB=4cm,BC=3cmsi AA'=2,4cm.
Calculeaza masura unghiului dintre planele D'AC si ABC.

Rezolvare:
D' '
Realizam figura corespunzdtoare datelor problemei.
A’ ; 1B’ . s q q
S .|, Consideram diedrul cu fetele Identificam unul din diedrele
T2 ADC, AD'C sicumuchia AC. . formate de cele doua plane.
A - B
ya " Construim DE L AC, E € AC. - i i
CcumD'D L (ADC), DE 1 AC Intr-un punct, convenabil ales pe muchia
A DE, AC C (ADC) ' ' diedrului, construim perpendicularele pe
AN o con,form teoreme; celor trei muchia diedrului in cele doua semiplane
perpendiculare, D'E L AC care reprezinta fetele diedrului.
_-E"// I .
A B

(D'AC) N (DAC) = AC, E € AC,
D'E LAC,D'E € (D'AC),
DE 1 AC, DE C (DAC) = <((D'AC), (DAC)) = < D'ED.

Identificdm unghiul plan corespunzator
diedrului care da masura diedrului.

o ¢ AADC dreptunghic in D: Determindm masura diedrului
AC=~AD?>+DC? = si a unghiului dintre plane.
2, = V3%+4% =5em,
DE = AD-DC = 3-4 =2,4cm.
AC 5

AD'DE dreptunghicin D siisoscel, deci XD'ED = 45°.
D E Cum X D'ED este ascutit, Z((D'AC), (ABQC)) = 45°.
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o0 > Rezolvdm situatia-problema

Cei doi elevi au identificat un unghi plan corespunzator diedrului a carui mdsura trebuie sa o calculeze.
Elena a ales mai convenabil punctul M pe muchia diedrului, intrucat unghiul SMN este mult mai usor
de incadrat intr-un triunghi astfel incat sa-i determindam masura (putem folosi ASMN sau ASOM).

Y > Evaluam nivelul de baza

i

dintre dreptele S4 si CD?

1. O piramida patrulatera reqgulatda SABCD are toate muchiile congruente. Cat este masura unghiului

[ 2. ABCDA'B'C'D' este cub. Determinad masura unghiului dintre planele (B'BC) si (B'BD).

[ X > Probleme propuse
*

1. Prisma triunghiulara requlatda ABCA'B'C’ are
muchia laterala de 6 cm si latura bazei de 12 cm.
Calculeaza:

a) masura unghiului dintre dreptele AC'si B'C";

b) masura unghiului dintre dreapta B'M cu
planul (4BC), unde M este mijlocul laturii AB;

¢) masura unghiului dintre planele (AB'C) si (ABC).

* %

2. Intr-o piramida patrulatera regulata, diagonala
bazei are lungimea 8 cm si muchia laterala
formeaza un unghi de 45° cu planul bazei.
Calculeaza: a)inaltimea piramidei; b) mdsura
unghiului format de doua muchii laterale opuse;
¢) masura unghiului format de doua muchii
laterale consecutive.

3. Un ghiveci de flori are
forma unui trunchi de con,
cu diametrele bazelor
38 cm, respectiv 12 cm
sinaltimea 13 cm.

Ce unghi formeaza generatoarele trunchiului
cu planul reprezentat de suportul pe care este
asezat ghiveciul?

4, Postamentul unui monument in forma

de trunchi de piramida patrulatera
regulata, are laturile bazelor 125 cm,
65 cm si apotema 60 cm. Calculeaza:
a) unghiul format de o fata laterala
cu planul bazei mari; b) inaltimea
postamentului; ¢) tangenta unghiului format
de o muchie laterala cu planul bazei mari.

L8 8 ¢

AA'" si BC", d)dreptele A'B si AD",

* ok Kk

5. Prisma hexagonala regulatda ABCDEFA'B'C'D'E'F" are dimensiunile AB =AA'=16 cm. Calculeaza:
a) masura unghiului dintre dreptele AB si £'B’; b) masura unghiului dintre dreptele AB si E'D; c) masura
unghiului dintre dreapta AE" si planul (ABC); d) tangenta unghiului dintre planele (D'EC) si (DEC).

6. In cubul ABCDA'B'C'D' punctul N este mijlocul laturii BB’ si AB = 4 cm. Calculeazad masura unghiului
(sau tangenta unghiului) determinat de: a) dreptele A4'si CC"; b)dreptele 44" si BC; ) dreptele

e)dreptele BD' si C'N; f)dreapta A4’ siplanul (BCC");

g) dreapta 4B siplanul (BCD); h)dreapta DD’ siplanul (ACD"); i) planul (4ADC) si planul (4CD).

h) sinusul unghiului planelor (VAB) si (VAF);
Y > Alege si rezolva in 5 minute!

O piramida patrulatera
regulata are inaltimea

9 cmsi latura bazei 12 cm.
Calculeaza tangenta
unghiului format de o fata
laterala cu planul bazei.

7.1. Mdsuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul corpurilor geometrice studiate

Intr-un con cu circumferinta
bazei de 107 cm, indltimea
formeaza cu o generatoare
un unghi de 30°. Calculeaza
inaltimea conului.

7. In piramida hexagonala regulatd VABCDEF, AB =6 cmsi VO =9 cm. Calculeaza:
a) cosinusul unghiului dintre AB si VA; b) tangenta unghiului dintre AB si VF;
dintre VA si VB; d) sinusul unghiuluidintre VB si VD;
f) sinusul unghiului dreptei VA cu planul (VBC);

¢) sinusul unghiului
e) sinusul unghiului dintre VA4 si VD;

g) sinusul unghiului dreptei 4B cu planul (VBC);
i) tangenta unghiului planelor (VAB) si (VED).

Prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C’
are fetele laterale patrate si A4A'= 15 cm.

Punctul D de pe latura AB are A—D =1,5.

Calculeaza tangenta unghiului
dintre dreapta CD si planul (4CC").
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o0 > O situatie-problema

Geo il ajuta pe tatal sau la confectionarea unui adapost pentru Grivei, cainele familiei.

Ei au hotdrat ca, pe un cub cu muchia de 80 cm, sd monteze un acoperis avand forma unei
prisme triunghiulare regulate. Totusi, ar dori ca indltimea adapostului sa nu depaseasca
inaltimea gardului, care este 1,40 m. Vor reusi oare sa respecte aceasta conditie?

m))/ Cum determinam distante in corpurile studiate?

Distante pe fetele sau in interiorul corpurilor
geometrice studiate

Relatiile metrice in triunghiul dreptunghic, la care se adauga teorema celor trei perpendiculare si
reciprocele ei, permit calculul unor distante in poliedrele studiate, precum: distanta de la un varfla o
muchie sau la o diagonala a bazei, distanta de la un varf al bazei la o fata laterala, distanta de la centrul

bazei la 0 muchie sau la o fata laterala.

'Y > Probleme rezolvate

1. O prisma triunghiulard regulata ABCA'B'C'are
lungimea laturii bazei de 12 cm si a muchiei laterale
de 6 cm. Calculeaza distanta de la 4 la muchia B'C".

Rezolvare:

C A’

Realizam figura

corespunzatoare datelor

A problemei

Construim perpendiculara
din punctul dat pe dreapta
A considerata

c

AM 1 B'C’, Identificim segmentul a
MEeB'C' carui lungime da distanta
dA, B'C)=AM

Segmentul anterior
identificat il incadram
intr-un triunghi astfel
incat sa-i putem
calcula lungimea

A Al
AAB'C'este isoscel cu varful

in A, deciinaltimea AM este
simediand. AM este cateté

in AAC'M incare C'M=

Calculam distanta

B'C'=6cmysi

C'=JAC?+CC? =62 +12% = 645 em.
AM=AC?* -C'M? = (6\/5)2—62 =12 cm.

Obtinem d(4,B'C") =12 cm.
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2. O prisma patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’
are lungimea laturii bazei de 4 cm si a muchiei
laterale de 4+/3 cm. Calculeazs distantadela O,
centrul bazei ABCD, la diagonala AD".

Rezolvare:

Urmam pasii stabiliti la problema anterioara.

Construim perpendiculara din O o

pe AD' In acest scop, aplicam

teorema celor trei perpendiculare. 4 B’

Fie OM L AD, M€ AD si |

MN 1L AD', NEAD". N

AA' L (ABC) si OM C (ABC) = ‘ =

AA'L OM = OM 1 AA". MO

OM L AD, OM L A4, AD, A4" 4

concurente, AD, AA'C (ADD" = OM 1 (ADD)).

OM 1 (ADD", MN 1 AD', MN, AD'C (ADD") =

ON 1 AD', conform teoremei celor trei perpendiculare.

Lucram in planul ADD" ADD'A" este dreptunghi,

DP inaltime in triunghiul ADD".

AD' =\ AD? + DD"” = |4 +(4\6)2 =8cm,

AD-DD' _ 4 4\E=2\/§cm.
AD'

Lucrdm in triunghiul ADP: A’

M mijlocul lui AD, N

MN || DP,NEAP=

Nmulocul luiAP P

N =LL _ Zem. 1%
A" p DM 0O

DP=

Lucramin trlungh|ul OMN:
2
ON =JOM” + MN* =[2*+(\/3) =7

In final, d(O, AD)= ON = 7 cm.
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3. O piramida hexagonala regulatd VABCDEF are lungimea laturii bazei de 12 cm si a indltimii de 6\/5 cm.
Calculeaza distanta de la centrul bazei la o fata laterala a piramidei.

Rezolvare:

Cum piramida hexagonala este regulata, distantele de la centrul bazei la fetele laterale sunt egale. Alegem

sa calculam distanta de la O la planul (fata laterala) VBC.

Realizam figura corespunzatoare datelor problemei
Construim perpendiculara din punctul dat pe planul considerat

Fie M mijlocul lui BC; cum triunghiurile OBC si VBC sunt
isoscele cu baza BC, medianele OM, VM sunt si indltimi.

N Construim ON L VM, N € VM.
"M Din ON L NM, NM 1 BC, OM L BC, NM, BC c (VBQ),

4

conform reciprocei a doua a teoremei celor 3 perpendiculare, ON L (VBC)

d(O,(VBQ)) = ON Identificam segmentul a carui lungime da distanta
4 ON este indltimea corespunzatoare Segmentul anterior identificat
ipotenuzei in triunghiul OVM il incadram intr-un triunghi astfel
N OM=]. £ . f _ 63 em. incat sa-i putem calcula lungimea.
Triunghiul 2OMN\/eEte dreptunghic isoscel cu baza OM, Calculam distanta
2

0 M deciON=OM == = 6+/3 - % = 36 cm. Deci, d(O,(VBC)) = 34/6 cm.

o0 > Rezolvam situatia-problema

Inaltimea adapostului este egald cu suma dintre indltimea cubului si indltimea unui triunghi echilateral.

803
2

Avem: 80 + —80+40+3 = 40(2+J§) ~40-3,73=149,2 cm > 1,40 m.

in concluzie, addpostul va avea inaltimea mai mare decat a gardului.

Gandim critic

Care ar fi cea mai mare lungime posibila a laturii cubului, astfel incat indltimea
si constructiv!

adapostului sa nu depdseasca 1,40 m?

'Y > Evaludm nivelul de baza

1. O piramida patrulatera reqgulata SABCD are 2. O cutie de carton are forma unui cub cu muchia
toate muchiile congruente. Care este distanta de 50 cm. Ce distantd este intre doua varfuri ale
de lavarful B la muchia SD? cutiei care nu se afla pe aceeasi fata?

o0 > Exprimare orald

in piramida hexagonala regulata VABCDEF de la problema 3, demonstreaza ca distantele de la varful
A sidela O laplanul (fata lateralda) VBC sunt egale.

o0 > Probleme propuse

*

1. Echerele din figura alaturata sunt asezate cu cate una dintre muchii
pe planul a, AB=EB=12cm, iar <ECB =<xDEC =30°.
Calculeaza distantadela: a) E la D; b) A ladreapta EB; D
c) E laplanul a; d)D laplanul EBC.
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2. a) Prisma triunghiulara regulatda ABCA'B'C"’ 3. a) O piramida triunghiulara regulata

(X) > Alege si rezolvd in 5 minute!

Prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C’
are fetele laterale patrate si A4A'= 15 cm.

Punctul D de pe latura AB are % =1,5.

Intr-un con cu aria
bazei de 167 cm?,
generatoarea masoara

O piramida patrulatera
regulata are indltimea
8 cm si latura bazei 12 cm.

Calculeaza distanta de la 5 cm. Calculeaza Calculeaza distanta de la punctul D la
varful piramidei la una distanta de la varful planul (BCC").
dintre laturile bazei. conului la planul bazei.

are muchia laterala de 8 cm si diagonala unei are latura bazei de 6 cm si muchia laterala
fete laterale de 10 cm. Calculeaza distanta de formeaza un unghi de 45° cu planul bazei.
la: A’ la muchia BC; C' laplanul (4’AB). Calculeaza distanta de la varful piramidei la:
b) Aceeasi problema pentru o prisma o muchie a bazei; planul bazei.
patrulaterd regulata ABCDA'B'C'D'. b) Aceeasi problema pentru o piramida
c) Aceeasi problema pentru o prisma patrulatera regulata.
hexagonala requlata ABCDEFA'B'C'D'E'F". ) Aceeasi problema pentru o piramida
hexagonala regulata.
* %
4, n cubul D’ C' 5. Ocoloana are forma unei prisme
ABCDA'B'C'D’ o ’ hexagonale regulate, cu latura
punctul M este AL B bazei 6 m si indltimea 15 m. Care
mijlocul laturii 44", R este cea mai mica lungime a unei
N este mijlocul 0, funii cu care poate fi inconjurata — [
laturii BB, Qeste M¢t )/ N C coloana, ca in imaginea alaturata?
. + D '
centrul fetei ADD'A" |/ =777 7 7777 22 6. In trunchiul de piramida A o
si AB=4cm. e triunghiulard regulata
Calculeaza 4 B ABCA'B'C' din figura c
distantadela: a)4 la D b)B la D', alsturata, <4'4B = 60°, A
oBlaO; d)D'la BC, eD'laBC" AB=12cm si A'B'=6 cm.
f)O la BC; g)C la MN; Calculeaza dfstanta de la: B
h) D' la planul (OMN); a) A’ la planul (ABC); b)A laplanul (BCC");
i) D" la planul (4'C'D). c) O laplanul (BCC").
*kk
7. O cofetdrie functioneaza intr-o incapere avand 9. Intr-o camera in forma de prisma A
forma unui paralelipiped dreptunghic, cu patrulatera regulatd, cu latura G
dimensiunile bazei 14 m si 12 m, iar indltimea bazei 4 m si inaltimea 3 m, avem eIp
este 6 m. In centrul tavanului, proprietarul in punctul P o priza siin punctul |
0 vrea sa instaleze un dispozitiv wireless. Ce G trebuie facuta o gaura.
raza minima de acoperire trebuie sa aiba acest Punctele P si G sunt situate la
dispozitiv, astfel incat indiferent unde ar sta 0,5 m de cele doua muchii mai apropiate.
un client, acesta sd aiba acces la Internet? Cablul de alimentare a masinii de gaurit are 6 m.
8. O piramida triunghiulara requlata VABC are f‘oate fi realizata operatiunea? Justifica.
latura bazei 4B =24 cm si muchia laterala de 10. Incubul ABCDA'B'C'D’ cu muchia de 12 cm,
20 cm. Calculeaza perimetrul minim al notam £ simetricul lui 4 fata de dreapta BC
triunghiului MBC, unde M € VA. si O centrul lui ABCD. Calculeaza distanta de
la: a) A'la diagonala AC"; b) E'la planul (ACC").
* kK
11. Liza avea bete de chibrit de 4 cm. Cu trei bete a format un triunghi, iar alte trei le-a rupt _* &
in cate doua parti egale si a construit un trunchi de piramida triunghiulara. Arata ca 4, = 1 ’
indltimea trunchiului de piramida construit de Liza, satisface relatia 1,5cm < /4 < 1,75 cm.
A
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Arie si volum pentru cub si paralelipiped
dreptunghic

o0 > O situatie-problema

Tic are un acvariu de forma unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea 1 m, - /
latimea 30 cm si indltimea 60 cm, pe care s-a hotarat sa-l populeze cu pesti | P
din specia Discus. El doreste sa stie cati astfel de pesti poate introduce in P @
acvariu, tinand cont ca un exemplar are nevoie de minim 25 litri ap4, iar in @

partea de sus a acvariului va ramane o margine de 10 cm.

M))/ Cum putem calcula volumul si aria unui cub? Dar a unui paralelipiped dreptunghic?

- 1. Cum determinam aria?

M))/ Putem exprima numeric marimea suprafetei ce delimiteaza un cub adunand ariile

tuturor fetelor acestuia. Obtinem astfel arzia cubului.

Ar.la unui cub cu Iaturavl este.egal.a cu .61 . Exemplu: Aria unui cub cu latura de 4 cm este:

Aria unui cub este egala cu aria oricarei desfasurate 2 2

. 6-4? =96 (cm?).

a cubului.

In cazul unui paralelipiped dreptunghic, fetele . _ o .
0 sunt 6 dreptunghiuri congruente doua cate doua. Exe""”’"-’ A_”a unui paralellplped'dreptunghlc

Aria unui paralelipiped dreptunghic cu cu dimensiunile de 4 cm, 2 cm si 3 cm este

dimensiunile L, Isiheste A=2(L-I+L-h+1-h) A=2(4-2+4-3+2-3)=52(cm?).

Dupa cum consideram baza unui paralelipiped dreptunghic, muchiile !

de lungimi diferite pot reprezenta lungime, latime si inaltime, unde ! :
lungimea si latimea sunt laturile bazei. Putem diferentia aria bazei, aria h A
laterala (suma ariilor fetelor laterale), aria totala (suma ariilor tuturor 1 L

fetelor). Asadar: A, =LI, A,;=2(Lh+1h) si A,=A,+2A4,=2(LI+Lh+Ih). /L

- 2. Cum determindm volumul?

e Volumul unui corp este numarul care indica de cate ori se cuprinde in acel corp o unitate de masura.
Unitatea de masura standard pentru volum este metrul cub.

Exemplu: Un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunilede 4 m,3 msi2m
se descompune in 24 de cuburi cu latura de 1T m.
De aceea, volumul acestui paralelipiped este de 24 m>.

e Volumul unui paralelipiped dreptunghic este V'=L-[/-h unde L, [ si h sunt dimensiunile
paralelipipedului: lungimea, latimea si inaltimea.
Altfel spus: V'= A, - h, unde 4, este aria bazei.
Cubul este un caz particular de paralelipiped dreptunghic: cele trei dimensiuni sunt egale.
Asadar, volumul cubului de latura /este: V=111 sauV,,,=F.

Exemplu: Volumul unui cub cu muchia 4 m este egal cu 4° = 64 (m>).
Daca doua corpuri au volume egale, spunem ca sunt corpuri echivalente.

Exemplu: Un cub cu muchia 10 m este echivalent cu un paralelipiped dreptunghic ce are dimensiunile
25 m, 20 m, 2 m, deoarece ambele au acelasi volum: 1000 m’.
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o0 > Rezolvam situatia-problema

Apa turnatd in acvariu ia forma unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile T m, 30 cm, 50 cm. Folosim
ca unitate de masura decimetrul si obtinem volumul V'=L-/-h=10-3-5 =150 dm3 = 150 /. Numarul
maxim al pestilor Discus ce pot fi pusi in acvariu este 150 : 25 = 6 pesti.

Daca acvariul ar fi umplut complet cu apa, cati pesti ar putea sa gazduiasca?
Dar daca pentru fiecare peste ar fi necesari minim 40 litri de apa?

Y > Evaludm nivelul de baza

1. Un cub are muchia de 2 cm. Calculeaza aria si volumul cubului.
2. Calculeaza aria si volumul unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 6 m, 4 m, 2 m.

( Gandim critic

si constructiv!

o0 > Probleme propuse

*

1. O parcare dreptunghiulara cu dimensiunile 2. Calculeaza aria,

75 m si 40 m se acoperd cu un strat de asfalt

volumul si diagonalele

cu grosimea 30 cm. paralelipipedului avand

a) Cati m? de asfalt sunt necesari? desfasurarea aldturata

b) Cate tone cantareste asfaltul, daca un cm? (Presupunem ca patra-

cantdreste 2,5 g? telele au latura de 1 cm).

* %
3. Un paralelipiped dreptunghic, cu dimensiunile 4. Un cub de lemn, cu latura de 30 cm, este vopsit in
4 cm, 3 cm si 2 cm este tdiat alb. Taiem cubul in 27 cubulete echivalente.
cu un plan ce trece prin a) Calculeaza volumul unui cub mic obtinut.
doua dintre diagonalele b) Cate dintre cubulete au exact o fata vopsita?
bazelor. Calculeaza volumele c) Cu ce cantitate de vopsea vom acoperi
corpurilor astfel obtinute. suprafetele nevopsite ale cubuletelor daca

Conteaza ce baze ai ales? pentru 1T cm?2 de lemn folosim 0,2 g de vopsea?
kK

5. Zugravirea unei camere
costa 12 lei/m?; peretele
opus usii a costat 432 lei,

6 peretele opus ferestrei a
costat 288 lei, iar tavanul
648 lei. Calculeaza volumul camerei.

7. Paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH
are laturile bazei AB = a, BC = 2a si diagonala
AG =3a. Demonstreaza ca una dintre fetele
paralelipipedului este patrat, apoi calculeaza
aria si volumul paralelipipedului.

8. O fata a unui paralelipiped dreptunghic este

6. in cubul ABCDA'B'C'D’, notam cu M mijlocul
muchiei BC. Stiind ca A'M =6 cm, calculeaza
aria, volumul cubului si d[C, (4'AM)].

un patrat cu latura de 3 cm si unghiul dintre
doua diagonale ale paralelipipedului are 60°.
Calculeaza volumul sau. (Sunt doua cazuri!)

L 8.8 8 ¢

9. Un cub ABCDA'B'C'D’ are aria totald egala cu  10. in cubul ABCDA'B'C'D',P € AB', PB'=3- AP

864 cm? cubi. Calculeaza: si Aepy = 23cm?. Calculeaza: .2 c’

a) volumul cubului; a) aria si volumul cubului; B

b) masura unghiului dintre dreptele C'D si D'4; b) tangenta unghiului

) d[P,(D'AB)],unde P este centrul fetei ABB'A". dintre CPsi (ABC). PLp._ | c
(X > Alege si rezolva in 5 minute! 4 G ];

Rezervorul unui automobil are forma
unui paralelipiped dreptunghic cu
lungimea 50 cm si latimea 40 cm. Daca
in rezervor se afla 50 litri motoring, care
este adancimea motorinei din rezervor?

Paralelipipedul dreptunghic
ABCDA'B'C'D'are

AC = 2\/§cm, AC’ = 2\/ﬁcm,
AD’=2+/5 cm. Calculeazs aria
si volumul paralelipipedului.

Un cub are aria unei
fete egald cu 36 cm”.
Calculeaza aria si
volumul cubului.

174 Unitatea de invdtare 7: Arii si volume ale poliedrelor



Aria si volumul prismelor

o0 > O situatie-problema

Ema, membra a unei asociatii pentru protectia faunei, ajuta la construirea unor
jgheaburi care sa asigure apa necesara animalelor salbatice in perioade de
secetd. Un jgheab are forma unei prisme triunghiulare regulate, ca in imagine.
Cele doud dreptunghiuri au fiecare lungimea 2 m si latimea 40 cm.

Ce arie are tabla necesara pentru un jgheab si cati litri de apd incap in acesta?

Vrem s stim! ))Z Cum putem calcula volumul si aria unei prisme?

= 1. Cum determindam aria?

Aria laterala a unei prisme este suma ariilor fetelor laterale.
Notam aria laterala A;.Pentru o prisma dreapta cu inaltimea #,

aria laterald este 4,= P,-h,unde P, este perimetrul bazei.
Aria totala a unei prisme este suma ariilor tuturor fetelor prismei.

Notam aria totald a prismei A,.Deoarece bazele unei prisme sunt poligoane congruente, deducem
A,=A; + 2+ A4,,unde A, este aria bazei.

o0 > Exprimare orald

Detaliaza modul in care se deduce relatia de mai sus pentru diferite tipuri de prisme.

Exemple:

Pentru o prisma hexagonala regulata Daca o prisma patrulatera regulata are latura
ce are latura bazei 3 cm si indltimea 2 cm, bazei 5 m si inaltimea 3 m, aria laterala este
perimetrul bazei este P,=6-3cm =18 cm, A;= Py, - h =60 m2 Aria bazei este

iar aria laterald este 4,= 18- 2 cm? =36 cm2. A, =1?=5%=25 (m?), Asadar, aria totald este

A,=60+2-25=110 (m2).

» 2. Cum determindm volumul?

'Y > Sd observam

Prin sectionarea fiecarei prisme si
rearanjarea partilor rezultate se obtin
paralelipipede dreptunghice cu ariile
bazelor si inaltimile neschimbate.
Asadar, volumul prismei se poate
calcula astfel: V' =4, h.

Exemplu:

Pentru o prisma triunghiulara regulata cu latura bazei 6 cm si indlfimea 2 cm, aria bazei este

2 2
:%:#:9 3(cmz).Agadar,vqumuIeste V=Ab-h=9\/§-2=18\/§(cm3),

A

b

o0 > Exprimare orald

Descrie modul in care se sectioneaza si rearanjeaza partile componente ale prismelor pentru a justifica
formula volumului.
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o0 > Rezolvdam situatia-problema

Jgheabul este o prisma triunghiulara regulata, cu latura bazei 40 cm si inalfimea 2 m.
Pentru un calcul mai simplu, transformam indm: 40 cm =4 dm si 2 m =20 dm.

2 2
Aria bazei este 4, = ﬂ = M = 4\/§ (dm2 ) Aria tablei necesare este egala cu aria totala
4 4
a prismei din care se va scadea aria unui dreptunghi (jgheabul nu are capac!).
Apa =4~ A, =4 +2-4,~ 4, =3-4-20+2-4/3-4.-20=160+8+3 (dm’).

Volumul este J/ = 4, - h :4\/§-zo(dm3):80\/§(dm3)=80\/§(l)-
Folosind aproximarea \/g ~ 1,73, se obtine A,,.~ 173,84 dm?= 1,73 m?si V'~ 1384 [.

Pentru o aproximare mai fina se introduc mai intai numerele sub radical si apoi ( Gandim critic
se extrage radacina patratd. Practic, cu cate zecimale ar fi suficient sa aproximeze
Ema aria tablei necesare, exprimata in m?? Dar volumul, exprimat in litri?

Y > Evaludm nivelul de baza

si constructiv!

1. Calculeaza aria laterald a unei prisme 2. Calculeaza volumul unei prisme patrulatere
triunghiulare regulate care are indltimea regulate care are muchia laterala 5 mm si
7 cm si latura bazei 2 cm. latura bazei 3 mm.

o0 > Problema rezolvata \

Intr-un pahar cu suc, de forma unei prisme hexagonale regulate cu indltimea 9 cm
si latura bazei 6 cm, a fost introdus un pai drept, subtire, ca in imaginea alaturata.

Partea din pai aflata in suc are 10 cm. Cati mililitri de suc se afla in pahar?

F’ F’ Rezolvare: L’\

A’< p Sucul aluat forma unei prisme hexagonale regulate, cu latura bazei 6 cm

sitndltimea MN. CF este diametru in cercul circumscris hexagonului
ABCDEF. Raza acestui cerc fiind egala cu latura hexagonului, deducem ca
CF =12 cm. Din teorema lui Pitagora aplicatd in AF'FC cu <F'FC =90°,
se obtine £'C =15cm.

Deoarece MN 1 (ABC), F'F' L (ABC) inseamna ca MN || F'F, asadar,

F'\ conform teoremei fundamentale a asemanarii, ACMN~ACF'F.
A< > D
CN = M :MN = E:@ ,deunde MN =6cm.
C CF CF’> FF> 15 9

Hexagonul ABCDEF are aria egala cu suma ariilor a sase triunghiuri echilaterale de latura 6 cm:

\/§=6~6zf=54\/§(

12
Ab = AABCDEF =6- 4

cmz).
Volumul sucului este ¥ = 4, -h=54+/3-6(cm?) =324+/3 (cm?) =324+/3mI =324 1,73 = 561 m.
o0 > Probleme propuse

*
1. O cutiede lemn

are forma unei
prisme patrulatere

2. Ema trebuie sa expedieze un colet de forma unei
prisme patrulatere regulate. A inconjurat cutia cu
trei bucati de banda scotch, unadinele < =

|
‘ = :t, =
! s

regulate, cu latura avand lungimea 1,2 m si celelalte doua 8

bazei 20 cm si 1,6 m fiecare. Determina: a) volumul l
indltimea 12 cm. Calculeaza volumul, cutiei; b) suprafata cartonului necesar

aria laterala si aria totala a cutiei. pentru confectionarea cutiei. l l g
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Datele din tabele se referd la prisme regulate si sunt exprimate in metri, metri pdtrati, respectiv metri cubi.
Determind elementele necunoscute.

3. Prisma patrulatera regulata: 5. Prisma hexagonala regulata:

/ h Ab A[ At |4 Z h Ab Al At V
1. 4 2 1.1 3 1
2. 9 36 2. 643 36
3. 40 48
4.] 3 18 3.1 2 2443
4. Prisma triunghiulara regulata: 4. 3 18
[ h Ap A Ay V 6. Prisma dreapta ABCDEF are bazele
1.] 2 3 triunghiuri echilaterale cu latura de 3 cm.
2. 4 36 Daca G este centrul de greutate al
3. 2 63 triunghiului ABC,iar EFG este triunghi
4, 3043 | 5443 dreptunghic, calculeaza volumul prismei.
* %
7. O bara metalica are forma unei prisme 8. Prisma dreapta ABCDEFGH are bazele patrate

cu latura de 6 cm. Diagonalele prismeiau 12 cm.

Calculeaza aria totala si volumul prismei.

Doud prisme regulate, una triunghiulara si

cealalta hexagonalg, sunt echivalente.

a) Daca prismele au laturile bazelor egale,
calculeaza raportul inaltimilor lor.

b) Daca prismele au inaltimile egale, calculeaza
raportul laturilor bazelor.

hexagonale regulate. Patru astfel de bare au
fost ambalate intr-o cutie in forma de prisma
patrulatera regulata, cu latura bazei 80 cm. 9.

a) Ce volum are o bara? 3
b) Arata ca inalfimea ////////
cutiei este mai M/
KKK

mica decat 18 cm.
10. O furnica se afla intr-un punct F situat pe muchia BB’ a unei prisme triunghiulare regulate
ABCA'B'C’, cu fetele laterale patrate. Unghiul planelor (4CF) si (4BC) are mdsura 45°. Dupa ce furnica se
apropie cu 12 cm de B’, acest unghi creste cu 15°. Determina aria totala si volumul prismei, rotunjind

fiecare rezultat la cel mai apropiat intreg.

11. O grinda de lemn are forma unei
prisme patrulatere regulate, cu
volumul 0,25 m?. O taietura paraleld cu
o latura a bazei, realizata cu un plan ce
face un unghi de 60° cu planul bazei,
are aceeasi arie cu taietura facuta
cu un plan paralel cu o fata laterala.
Calculeaza aria totala a acestei grinzi.

12. ABCA'B'C’ este prisma dreapta cu baza
triunghi echilateral. Inaltimea prismei este
egald cu 4J6 cm si BO'=12cm, unde O'este
centrul cercului circumscris bazei A'B'C".

a) Arata cd volumul prismei este egal cu
4322 cm?,

b) Calculeaza d[C, (4'AB)].

c) Arataca B'C || (AC'O)).

* kK
13. In prisma patrulatera requlatd ABCDA'B'C'D’,
AB=3cm,seiaupunctele M e AA4"'si Ne CC’,
astfel incat AM =5cm, CN =9 cm. Stiind
ca punctele D, M, B', N sunt coplanare,
calculeaza aria totala si volumul prismei.

[ X) > Alege si rezolvd in 5 minute!

Un acvariu cu forma de prisma
patrulatera regulata contine
48 [ de apa care seridica la
inaltimea de 30 cm. Calculeaza
latura bazei acvariului.

7.4. Aria si volumul prismelor

O prisma triunghiulara
regulata, avand fetele
laterale patrate, are aria
totala 2(6 + \/5) cm?.

Calculeaza volumul prismei.

14. Dintr-o bara metalica avand forma unei prisme
patrulatere regulate ABCDMNPQ s-au
confectionat prismele triunghiulare regulate
AEFMGH si CEFPGH,cu E,F € BD si
G, H € NQ. Cat la suta din metal s-a folosit?

O si O' sunt centrele bazelor unei prisme
hexagonale regulate, iar ABB'A’ este una
dintre fetele laterale. Stiind ca aria totala
a prismei este 72 cm? iar cea a prismei
OABO'A'B' este 16 cm?, calculeaza aria
bazei prismei hexagonale.
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Aria si volumul piramidei triunghiulare
regulate

o0 > O situatie-problema

Dupa ce s-a pus tabla pe acoperisul casei lui Tic, a ramas neutilizata
o coala patrata, cu latura 60 cm. Tic s-a hotdrat sa confectioneze din
aceasta un cos de hartii cubic, cu muchia 20 cm, fara capac. Liza i-a
spus sa se gandeasca daca nu cumva ar fi mai bine sa confectioneze
doua cosuri in forma de piramida triunghiulara regulatd, avand
toate muchiile de 30 cm. In imagine, sunt reprezentate desfasurarile

o L cfravas T . > >
pentru cele doua posibilitati. In care caz volumul este mai mare? 20 cm 30 cm

m))j Cum putem calcula aria si volumul unei piramide triunghiulare regulate?

- 1. Cum determindm aria unei piramide?

@ Sa considerdm piramida triunghiulard regulata VABC.

Definim aria laterala a piramidei ca fiind suma ariilor fetelor laterale. Ca
si in cazul prismelor, notam aria lateralda cu 4, .
S p , ! AB-VM

Aria lateral3 a piramidei triunghiulare VABC este 4, =3+ 4, =3-

Notand VM, care este apotema piramidei, cu a, (pentru a o deosebi de
apotema bazei, de obicei notata a, ), deducem pentru aria laterala relatia

1

B -a
Q A4 =-2—r,unde P, este perimetrul bazei. Aria totala a piramidei este suma
2

ariilor tuturor fetelor. Aria totala a piramidei este 4, = 4, + 4,,unde A, este aria bazei.

Exemplu:

Pentru o piramida triunghiulara regulata c:l/l_atura tz;gei 4 m si apotema 6 m, obtinem:
B-a, 3.4.6 , PN3 43 ) ,

4=t =22 =36 (), 4, == =43 (M), 4 =36+443 (),

»- 2. Cum determindm volumul unei piramide?

o0 > Experimentdm si generaliza
Ai nevoie de o piramida si o prisma, ambele triunghiulare regulate,
avand bazele triunghiuri congruente si inaltimile egale. Foloseste piramida

pentru a umple cu apa prisma. De cate ori trebuie sa umpli piramida?

in loc de apa, poti folosi nisip, faina etc. Vei observa ca piramida va trebui

umpluta de trei ori. Altfel spus, o piramida triunghiulara regulata are volumul de trei ori mai mic decat cel
al unei prisme triunghiulare regulate, cu aceeasi baza si aceeasi indltime. A4 -h

Asadar, volumul unei piramide triunghiulare regulate se calculeaza astfel: V= 3

Exemplu: O piramida triunghiulard regulata cu latura bazei 10 cm si indltimea 6 cm are:

AR CNPYY ) R SR Y

A
b4 4

Ce parere ai? Cu experimentul de mai sus, formula volumului a fost demonstrata ( Gandim critic
riguros?

si constructiv!
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o0 > Rezolvdam situatia-problema

Cosul de hartii in forma de cub ar avea volumul V,,, = [* = 20° = 8000 cm?.
in a doua situatie, fiecare cos este un tetraedru regulat, cu muchia 30 cm.

2 2
lf:30 \/5:225\/§(cm2). C

Aria bazei este Ab =

1 1
czu:szw:%:@:wﬁ (cm) OM =2-CM =153 =53 (cm)

Din teorema lui Pitagora aplicatd in ASOM cu <SOM = 90°, se obtine SO :10\/6 cm.

A3 h 225f 10V6 — 225042 ()
Cele doua cosuri piramidale insumeaza 45002 cm’,

Aproximand obtinem 450042 = +/40500000 = 6364 cm?< Vo

in consecinta, cosul in forma de cub are un volum mai mare decat suma volumelor cosurilor in forma de
piramida.

A

Volumul este V,,

Gandim critic

Practic, ce avantaje si dezavantaje poti identifica la un cos de hartii in forma
si constructiv!

de tetraedru?

'Y} > Evaludam nivelul de baza

1. Calculeaza aria laterala a unei piramide 2. Cu cat este egal volumul unei piramide
triunghiulare regulate care are apotema triunghiulare regulate care are indltimea
3 cmsi latura bazei 2 cm. 6 m si aria bazei 10 m*?

YY) > Problema rezolvata

Piramida triunghiulard regulata V4ABC are apotema 6 cm si aria laterala
162 cm?. Se sectioneaza piramida cu un plan paralel cu planul bazei,

la 1 cm de acesta. Calculeaza volumul piramidei mici formate.

B, -a

Rezolvare:
Deoarece 4, =
B-6

L se poate calcula L, latura bazei piramidei VABC:

cm=162 cmzﬁPb=54cm =[L=18cm.

Notam A'B'C’ triunghiul echilateral format prin sectionare si
O centrul acestuia. M si VN sunt apoteme ale celor doua piramide.

LJ_ 1843

M ==—==— —=m=93cm > OM:%-CM:%O\/E:Bx/g(cm).

Aplicam teorema lui Pitagorain AVOM cu <VOM =90° si obtinem VO =3cm.
Deoarece OQ=1cm = VQ=2cm.
Folosim asemanarea dintre AVOM si AVON, justificata pe baza teoremei fundamentale a asemanarii
VQ VN _ON 2 ON
—====0N=2VJ3cm 3 i piramidei V4'B'C"
(ON || OM): 70 TM oM = 3 3\/5 0 \/_ .Notand / latura bazei piramidei VA'B'C",
1223

1 I3
avem: E-T\/—ZZ\/g ,deunde /=12cm,iar 4, . :T_36\/§ (sz)_

AA’B’C"VQ _ 36\/5'2 :24\/§(cm3).
3 3

Volumul piramidei VA'B'C’ este egal cu
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o0 > Probleme propuse

Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

Un tetraedru
regulat are
volumul 182 cm®.
Calculeaza aria

O piramida triunghiulara
regulatd are muchia laterala
de 10 cm si apotema de 8 cm.
Calculeaza aria laterala.

180

totala a tetraedrului.

*
1. O piramida triunghiulara regulata are latura 3. Datele din tabelul de maijos se refera
bazei 5 cm si aria laterala 30 cm®. la o piramidad triunghiulard regulatd si sunt
Calculeaza apotema piramidei. exprimate in cm, cm?, respectiv in cm?.
2. Volumul unei piramide triunghiulare Completeaza rubricile acestui tabel.
regulate este 28 mm? si inaltimea 7 mm. m| | ha|ay| A | Ar| 4]V @
Cat este aria bazei? L 311
2. 2 11
3.0 5 43
* %
4. Arata ca volumul unui tetraedru regulat, 6. Intr-o piramida triunghiulara regulata
" PEND) inaltimea este de 4+/3 cm, iar masura diedrului
care are muchia a, este ' = 12 format de o fata laterala cu planul bazei este
. R - . de 30°. Calculeaza: a) aria laterala si volumul
5. Un obiect avand forma unei piramide o A
. . . piramidei; b)tangenta unghiului format de
triunghiulare regulate SABC, cu latura bazei . < .
. 3 « < muchia laterala cu planul bazei; c) volumul
12 cm si volumul 24+/3 cm? se asaz pe 0 masa VR . .
’ P ’ piramidei mici formate prin sectionarea
cu fata SBC in jos. o ’
. . . piramidei initiale cu un plan paralel cu baza, ce
a) La ce distanta de planul mesei este punctul A? trece prin u’nctul G aflat pe insltimea
b) Ce masura are unghiul diedru format de fata prinp 2 P ;
ABC cu planul mesei? piramidei initiale la 3 fata de varf.
* Kk
7. Piramida triunghiulara regulata VABC 9. Piramida triunghiulara regulata VABC are
are muchia laterala V4 =8 cm si aria laterala indltimea VO = BC =24 cm. Calculeaza:
A; =96 cm2 Calculeaza: a) volumul si aria totala a piramidei;
a) aria totala a piramidei; b) volumul piramidei. b) distanta de la centrul de greutate al
o ) ) trunghiului VBC la planul ABC;
8. Un punct aflat in interiorul unui tetra\/gedru ¢) tangenta unghiului dintre planele V40
regulat se afla la distante egale cu X= de si VAB.
toate fetele. Calculeazs aria totals si volumul 10. Calculeaza raportul dintre volumul cubului
tetraedrt;ulu{ ’ ABCDEFGH care are muchia / si volumul
) piramidei EAFH.
* Kk Kk
11. O piramida triunghiulara regulata, avand 12. intr-o piramida triunghiulara regulata cu
inaltimea H, afost sectionata cu un plan inaltimea egala cu 12 cm, raportul dintre aria
paralel cu planul bazei, astfel incat piramida bazei si aria laterala este — . Calculeazs:
mica formata cu indltimea 4, sa aiba volumul ' 2
H varf al bazei la o fata laterald; c) distanta de
Arataca 1,2< " <13. planul bazei la care trebuie dus un plan paralel

cu baza astfel incat ariile laterale ale celor
doua corpuri formate sa fie egale.

Doua apoteme ale unei piramide
triunghiulare regulate sunt perpendiculare,
iar distanta intre centrele de greutate

a doua fete laterale este egala cu 4 cm.
Calculeaza aria totala si volumul piramidei.
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Aria si volumul piramidelor regulate
patrulatere si hexagonale

) > Osituatie-problema

Liza a cumparat un cort ce are forma unei piramide patrulatere regulate,
cu latura bazei de 2 m si indltimea 1,5 m. Dupa prima utilizare a acestuia,
Liza si-a exprimat indoiala privind declaratiile vanzatorului, care spunea
cé acest cort are volumul de 2 m>. Sunt intemeiate indoielile Lizei?

Vrem sa stim! ))/ Cum putem calcula aria si volumul unei piramide patrulatere regulate?
Dar ale unei piramide hexagonale regulate?

- 1. Cum determindam aria?

o0 > Sd observam!

Aria laterala a piramidei patrulatere sau hexagonale regulate este suma ariilor fetelor laterale.
} £ -a, . :
Rezulta 4, = — unde P, este perimetrul bazei.

Aria totala a piramidei este suma ariilor tuturor fetelor. Rezulta A,=A4,+ A4,,unde A, este aria bazei.

Exemple:
/ S a) O piramida hexagonala regulata ce are latura bazei 3 cm si apotema 5 cm are
\ P-a 6-3.5
aria laterald 4, = 22 =—""=45 (cmz).
2 N
b) Pentru o piramida patrulatera regulata ce are latura bazei 5 m !
P-a 4.5.3
si apotema 3 m, aria laterala este 4, = bz L= — 30 (mz).

Aria bazei este 4, =’ =5%=25(m?).
Aria totald este 4,=30+ 25 =55 (m2).

o0 > Exprimare orald 5

Cum calculezi aria bazei unei piramide hexagonale regulate care are latura bazei 10 cm?

D 2. Cum determinam volumul?

'Y > Sd observam!

Reluam experimentul de la lectia anterioara, folosind piramide patrulatere sau hexagonale, respectiv
prisme cu bazele congruente si inaltimile egale. De fiecare data, piramida va trebui umpluta de trei ori
pentru umplerea prismei corespunzatoare. A B

Asadar, volumul unei piramide patrulatere sau hexagonale se calculeaza astfel: 7 =2 —.

Exemplu:
Pentru o piramida hexagonala regulata care are latura bazei 4 cm si indltimea 10 cm, aria bazei este

2 2 . .
A, =6-l f=6-4f=24\/§ (cmz). Volumul este V' = Ab3h =24\/3§ 10 =80\/§(cm3).

o0 > Rezolvam situatia-problema

A -h 41
Cortul cumparat de Liza are aria bazei A, = [’ =2? =4 (m?).Volumul este V = ”3 &S 2(m3 )

Observam ca rezultatul coincide cu declaratia vanzatorului, deci indoielile Lizei sunt nejustificate.
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Precizeaza cateva valori ale laturii bazei si inaltimii cortului, astfel incat acesta Gandim critic
sa aiba volumul 3 m? si constructiv!

o0 > Evaludm nivelul de baza

1. Cu cat este egala aria laterala a unei piramide 2. Calculeaza volumul unei piramide hexagonale
patrulatere regulate care are apotema 3 m si regulate care are aria bazei 8 cm? si inaltimea
latura bazei 2 m? 3cm.

'Y > Problemd rezolvata

Piramida hexagonala regulats VABCDEF are 4, =12+/3 cm? i
4, =18+/3 cm?, Calculeaz volumul piramidei.

Rezolvare:
Deoarece 4,=A,+ A,, aria bazei este 4, —183-12/3 = 6\/§(cm2)_

23 3\3
4 2

Pe de altd parte, 4, =6- , de unde aflam /, latura bazei:

A
323
2

—63cm*= 323=12/3 cm*= [=CD=2cm.

Acum, stiind latura bazei si aria laterald, se poate calcula apotema piramidei:

P -a 6-2-a
b _p :12\/§cm2:>Tp:12\/§ cm2:>ap:VM:2\/§ cm

OM = @ - ﬁ -3 (cm)~ Aplicam teorema lui Pitagora in AVOM, <VOM = 90°:
2 2

OV +OM? =VM? = OV? ++/3" = (24/3)* si obtinem VO =3 cm.

Volumul piramidei este A”—h = 6\/}3 = 6\/§(cm3)-
3 3

L X > Probleme propuse

*
1. O piramida patrulatera regulata are latura 3. Un acoperis are forma unei piramide
bazei 8 cm si apotema 5 cm. Calculeaza hexagonale regulate, cu muchia laterala 2,6 m
aria laterala a piramidei. si latura bazei 2 m.

Calculeaza aria tiglei
necesare pentru
acest acoperis. 4

2. Dacad volumul unei piramide hexagonale
regulate este 4 m? si indltimea 6 m, cu cat
este egala aria bazei?

* %
Datele din tabelele urmdtoare se referd la piramide regulate si sunt exprimate in metri, metri pdtrati,
respectiv metri cubi. Determind elementele necunoscute:

4. Piramida patrulatera regulata: 5. Piramida hexagonala regulata:
/ m h Ap | A1 | A V [ h a, ap Ap Ay V
1. 12 63 .| 6 Jo1
2. 1243 | 1246 2. 21643 93643
3. 256 576 3. a3 33
4, 8 192 4, 243 8043
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6. Intr-o piramida patrulatera regulata unghiul 8. Piramida lui
format de muchia laterald si planul bazei Keops din
este de 60° si latura bazei este de 12 cm. Egipt are
Calculeaza aria totala si volumul piramidei. in prezent
7. Infigura alaturata, 1 maI‘;lmga de
pe o retea de patrate 1 138 m, |arvbaza
u IatuEa de 1 dm, este este un patrzi'F cu latura 2.27 m.
reprezentata desfisurarea a) CaIcEJIe'azal' volumul plvramldel. .
unei piramide patrulatere. b) Qaca din piatra foI05|tAa s-ar construi un
Calculeazs aria laterals zid gros de 50 cm, cu inaltimea de 4 m, de
L < . forma unui paralelipiped dreptunghic, ce
si aria totald ale acestei ) .
piramide. lungime ar avea zidul?
* kK
9. in piramida hexagonala requlatds VABCDEF,  11. intr-o piramida patrulatera requlata VABCD
sectiunea axiald VAD este un triunghi inaltimea este de 16 cm, iar raportul dintre aria
echilateral a carui arie este de 36+/3 cm2. L . 3 <
Calculeazi: a) aria laterals si volumul bazei si aria totala este 3 Calculeaza:
piramidei; b) masura diedrului format de a) volumul si aria laterala;
fetele VAD si VBE; c) sinusul unghiului . . .
dintre planele (VAB) si (VDE); d) volumul b) cosmu§ul diedrului format de fetele laterale
piramidei ce are ca baza poligonul determinat VAB si VBC.
de mijloacele muchiilor laterale ale piramidei
initiale si varful in centrul bazei ABCDEF. 12. O piramida patrulatera regulata VABCD are
o aria laterald 100 cm?, iar unghiul dreptelor VD
10. Un vas avand forma unei piramide patrulatere si BC are 75°. Calculeaza lungimea celui mai
regulate, cu latura bazei 12 dm si inaltimea scurt drum pe suprafata laterala a piramidei,
18 dm este asezat cu varful in jos si baza punctul de plecare fiind un varf al bazei,
orizontald. Daca se toarnd 32 litri ap4, la ce iar punctul de sosire fiind identic cu cel de
inaltime se ridica apa in vas? plecare.
* kK
13. Piramida patrulatera regulata SABCD 14. O piramida hexagonala regulata se sectioneaza

are latura bazei 15 cm, iar distanta

de la punctul B la planul (SCD) este egala
cu 12 cm. Calculeaza aria totala si volumul
piramidei.

[ X) > Alege si rezolva in 5 minute!

O groapd adanca de 1 m

are forma unei piramide
patrulatere regulate, cu varful
in jos. Latura bazei este 3 m.
Calculeaza cati m® de pamant
s-au scos din groapa.

7.6. Aria si volumul piramidelor regulate patrulatere si hexagonale

Apotema unei piramide
patrulatere regulate este

de 2 ori mai mare decat
apotema bazei, iar centrul
bazei se afla la distanta

de 2 cm de o fata laterala.
Calculeaza volumul piramidei.

cu doua plane paralele cu baza, la 3 cm de varf,
respectiv la 3 cm de baza. Sectiunile formate
au ariile 24+/3 cm?, respectiv 96+/3 cm?.
Calculeaza aria totala si volumul piramidei.

Abajurul unei veioze are
forma unei piramide
hexagonale regulate cu
latura bazei 20 cm. Pentru
partea laterala a abajurului
s-au utilizat 0,12 m” de
panza. Calculeaza inaltimea
abajurului.
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Aria si volumul trunchiului de piramida
regulata

o0 > O situatie-problema

Tic vrea sa puna intr-un ghiveci o orhidee. Un gradinar experimentat i-a recomandat,
pentru acea specie, un ghiveci cu capacitatea de cel putin 10 litri. Tic are un ghiveci

in forma de trunchi de piramida patrulatera regulata, caruia, prin masurare, i-a gasit
dimensiunile: latura bazei mari 26 cm, latura bazei mici 10 cm si muchia laterala 33 cm.
Acest ghiveci respecta recomandarea gradinarului?

m))/ Cum putem calcula aria si volumul unui trunchi de piramida regulata?

m Vom studia cazurile in care

trunchiul de piramida are ca baze triunghiuri . A
echilaterale, patrate sau hexagoane regulate. -
Aria laterala a trunchiului este suma ariilor )

fetelor laterale. Deoarece acestea sunt trapeze T

isoscele, fiecare fata laterala are aria egala cu - 7

L+1)-a . .
%' unde L si [ suntlaturile Aria totala a trunchiului este:
bazelor, iar @, este apotema trunchiului 4, =4, + Ay + 4,,unde A, este aria bazei mari,
(inaltimea unei fete laterale). iar A, aria bazei mici.
gg 1 nu.marul s sl 0 E Exemplu: Un trunchi de piramida hexagonala

tinem: regulata are laturile bazelor 4 cm si 2 cm,
G o (L+1)-a, (nL+nl)-a (Py+F)-q, iar apotema 3 cm. Aria laterald este
1 B - i P,+P)- 4+6-2)-
2 2 2 g Lath)a (6:4+6:2)3 ) o

unde Pj este perimetrul bazei mari, iar P, 2 2

erimetrul bazei mici. Aria totala este:

. j e oiramid 23 23
sadar, pentru orice trunchi de piramida A=A4+A4,+A4,=54+6- +6- =
lat3 (P +5)q, 2 4 4

regulata, 4 = 5 _ 54 +30+/3 (cm?).

. . . g < h
Volumul unui trunchi de piramida regulata este j = E(AB + A, + /AB A, ), unde / este

indltimea, A este aria bazei mari, iar A, aria bazei mici.

Demonstratie:
In figura aldturata este reprezentat un trunchi de piramida patrulatera regulata

si piramida din care provine acesta, dar rationamentul va fi aplicabil si celorlalte
doua tipuri de trunchiuri studiate.

Notam OO'=h, VO = H si, pentru o scriere mai comodé,AABCD =S, AA,B,C,D,z S.
Volumul trunchiului este egal cu diferenta volumelor celor doua piramide:
S.H_s-(H—h) 1

V= 5 :g[(S-H—s«(H—h))]:%[(S—s)HJrsh]0

Deoarece O'B' || OB = AVO'B'—~ AVOB (TEA).Deci YO _O'B"_H-h o
vo 0B H

Vo' 0°C’ H-h
oc  H

Deoarece O'C' || OC = AVO'C' -~ AVOC (T.FA.). Deci (3]
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« OB’ O c’
ocC
conform criteriului de asemanare L.U.L., ca AB'O'C"~ABOC, iar raportul lor

_h . Ay (H=hY 2
I inseamna ca 28:oC =( 7 j ,de unde i:(H__h] )

Din relatiile ® si © rezulta

Hl_;h 0, dar avand si <B'OC' = «BOC, deducem,

de asemanare este

BOC S H
S++/Ss h S+\/§
Rezulta H_h: 5 ,deunde 1_£: 5 . Obtinem H:M,adicé H:(—).
H S H \s JS s S—s
h(S+/Ss
inlocuind in relatia @, obtinem Vtr=% (S—s)-¥+sh =§(S+s+\/§),ceea ce
-8

demonstreaza relatia ceruta.

o0 > Rezolvam situatia-problema

in trapezul dreptunghic O4A'0O’, in care s-a trasat inaltimea A’M, avem:
AA'=33cm, 04 =222 26[ =132 cm, O’A’zﬂzsﬁ(cm), MA =82 cm.
Aplicand teorema |UI Pitagorain AAMA', cu <jMA '=90°,

MA? + MA? = AA? =128+ MA? =1089 = MA’=+/961=31 (cm).

h 31
Volumul ghiveciului este: ¥ =~ (4 + 4, + /4, -4, )= (676 +100+ /676100 ) cm ~ 10705 cm’® ~
~1071> 101

Ce factori ar putea duce la aparitia unor erori in calcularea volumului ghiveciului? (

Y > Evaludm nivelul de baza

Gandim critic
si constructiv!

1. Calculeaza aria laterald a unui trunchi de 2. Calculeaza volumul unui trunchi de piramida
piramida triunghiulara regulata care are apotema hexag;onala regulata care are aria bazei mari
4 m si laturile bazelor 5 m, respectiv 3 m. 8 cm?, aria bazei mici 2 cm” si indltimea 3 cm.

ABCDEFA'B'C'D'E'F" este un trunchi de piramida hexagonala
requlata, in care AD' L DA'si A,,,,.,- =36 cm? Un plan paralel cu
bazele, dus prin mijloacele muchiilor laterale, taie AD'in M si DA’
in V. Stiind ca MN = 2 cm, calculeaza volumul trunchiului.
Rezolvare:

ADD'A'" este trapez isoscel; notam P intersectia diagonalelor sale.
Daca AB=a si A'B'=b, AD =2a si A'D'=2b.Totodatd,avem OA=a, O'A'=b.

AAPD si AA'PD' sunt dreptunghice isoscele, de unde OP =a si O'P = b, asadar
(2a+2b)-(a+b)
O0'=a+b. 4, =

=(a+b)’ =36cm?si, deoarece

2
a+b>0=a+b=~36cm =>a+b=6cm=00’=h=6 cm. 4
AD—A’D’ 2a-2b
M si N sunt mijloace pentru AD’, respectiv DA’ = MN = 5 == - a—b= a-b=2m).

Avem a +b=6 si a-b=2.Deducem a=4cm, b=2cm.

a3 423 bZ\/— 6.2 \/— _ 643 cm’.
4

A, =6- =6- 2 cm? =24+/3 cm?, 4, =6-
Volumul trunchiului este

V=§(AB + 4, +[4, 'Ab)=2(24\/§+6\/§+\/24\/§-6\/§)cm3=2(30\/§+12\/§)cm3=84\/§ e
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o0 > Probleme propuse

*

1. Un trunchi de piramida hexagonala regulata
are aria unei fete laterale 14 cm?. Calculeaza
aria laterala a acestui trunchi de piramida.

2. Volumul unui trunchi de piramida triunghiulara
regulata este 56 m’, aria bazei mari 8 m” si aria
bazei mici 2 m?. Cu cat este egala inaltimea
trunchiului? Dar daca este trunchi de piramida

hexagonala regulata?
* %k

3. Un trunchi de piramida patrulatera regulata
are aria totala 146 cm?. Daci laturile bazelor
sunt 7 cm, respectiv 5 cm, calculeaza apotema
trunchiului.

4. Un vas are forma unui trunchi de piramida
patrulatera regulatd, cu inaltimea 30 cm si
laturile bazelor 40 cm, respectiv 20 cm.
Cati litri de lichid incap in vas?

5. Trunchi de piramida patrulatera regulata:

Datele din tabelele urmdtoare se referd la trunchiuri de piramidd regulate si sunt exprimate in metri, metri
patrati, respectiv metri cubi. Determind elementele necunoscute.

7. Trunchi de piramida hexagonala regulata:

O

L l m h at AB Ab Al At V L l m h at AB Ab Al A[ V
1.1 8| 4 6 1.14]2 3
2.124 15 12 2. 5|4 543
3. 10 144 1110 3 6+/3 1364316643
4. 10 8 320

6. Trunchi de piramida triunghiulara regulata:

8. Intr-un pahar avand forma
unui trunchi de piramida

LiL|m|hlat| dg| Ay | A1 | A | V hexagonala regulata incap
;- g 162 . 2 013 300 ml lichid. Laturile bazelor
3: 9 5 36 interioare suntde 4 cm,
4. 5 81V3/3643 respectiv 3 cm. Arata ca
5. 4 15432843 indltimea paharului este mai mica de 10 cm.
kA

9. Trunchiul de piramida triunghiulara regulata
ABCA'B'C"are AB=18cm, A'B'=12cmsi
apotema de 6 cm. Determina:

a) aria totala si volumul trunchiului;
b) distanta de la A'la planul BCC".

* kK ke

10. Intr-un trunchi de piramida triunghiulara

regulata, centrele bazelor se afla la distantele
de 3 cm, respectiv 2 cm de o fata lateralg, iar
aceasta formeaza cu planul bazei mari un
unghi de 60°. Calculeaza aria totala si volumul
trunchiului de piramida.

o0 > Alege si rezolvd in 5 minute!

Un trunchi de piramida
hexagonala regulata are aria
totald 55 cm?, aria bazei mari
20 cm?, iar aria unei fete
laterale este egala cu aria bazei
mici. Determina aria laterala

a trunchiului de piramida.

186

Postamentul unui monument are
forma unui trunchi de piramida
patrulatera regulata, cu latura
bazei mari 1 m, latura bazei mici
60 cm si apotema 52 cm.

Daca 1 m? din piatra din care este
construit postamentul are masa
3 t, cat este masa postamentului?

11. Doua cuburi sunt situate unul in interiorul celuilalt, astfel incat fetele lor sunt
respectiv paralele, centrele coincid si unul din ele are muchia egala cu jumatate
din muchia celuilalt, ca in figura. Varfurile cuburilor determina sase trunchiuri de =7
piramida patrulatera regulata. Daca un trunchi are volumul 252 cm?, calculeaza:
a) Volumul fiecérui cub; b) Aria totala a fiecarui trunchi de piramida.

12. Intr-o piramida regulata se fac doud sectiuni paralele cu baza, care impart
inaltimea in trei segmente congruente. Demonstreaza ca unul din cele trei corpuri formate are aria
laterald egala cu media aritmetica a ariilor laterale ale celorlalte doua corpuri.

||

Un trunchi de piramida triunghiulara
regulatd ABCA'B'C'are AB =4 cm,
A'B'=2cmsi

4, =93cm?
Arata ca,
desfasurand
intr-unplan 4
fetele ABB’A’si BCC'B’cain figura,
punctele 4, B, C sunt coliniare.

Unitatea de invatare 7: Arii si volume ale poliedrelor



o0 > Recapituldm prin prc

*
1.

4.

* K

10.

O piscina are forma unui paralelipiped
dreptunghic, cu lungimea 6 m, l[atimea 5 m
siadancimea 1,5 m.
a) Cat costa faianta necesara pentru peretii
si fundul piscinei, daca 1 m? faianta costa
25 lei?
b) Ce pret are apa necesara pentru a umple
80% din piscind, dacd 1 m*® apa costa 5 lei?

. Daca arhitectul care a conceput Piramida lui

Keops ar fi facut planurile pentru o piramida
cu indltimea de 9 ori mai mica decat cea
construita, de cate ori ar fi trebuit sa fie marita
latura bazei astfel incat volumul sa ramana
neschimbat?

3. O piesa metalica are forma unei prisme

hexagonale regulate

cuinaltimea 1 cm o

si latura bazei

16 mm, cain

imaginea alaturata.

Golul interior este,

de asemenea, o prisma hexagonala regulata

cu latura bazei 12 mm, avand fetele laterale

paralele cu ale celeilalte prisme.

a) Ce volum are metalul folosit?

b) Piesa s-a acoperit in intregime cu un strat
subtire de nichel. Ce arie are suprafata
acoperita?

Un trunchi de piramida triunghiulara
regulata are apotema 4 cm si aria laterala

72 cm?. Calculeaza perimetrul si aria sectiunii
determinate in trunchi de un plan ce contine
mijloacele muchiilor laterale.

Un medalion de cupru are forma unui

tetraedru regulat cu muchia 18 mm.

a) Medalionul trebuie acoperit cu un strat
subtire de aur. Ce suprafata se acopera?

b) Calculeaza volumul medalionului.

. In prisma patrulatera requlats ABCDA'B'C'D’

cu latura bazeide 4 cm, CA' L C'B. Calculeaza
volumul prismei.

. In prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C’

avem AB = AA'=2 cm. Calculeaza distanta:
a)dela A4’ laliniile mijlocii ale triunghiului ABC;

b) de la centrul O" al fetei BCC'B’ lalatura AB.

* Kk

. Pe fundul unui rezervorin

forma de cub cu muchia

1 m se afla un cub metalic
cu muchia 10 cm. Cati

litri de lichid trebuie
turnat in rezervor, astfel
incat suprafata laterala a
cubuletului sa fie acoperita
in intregime?

. Piramida triunghiulara regulata VABC are

apotema bazei de 4 cm si unghiul dintre o
fata laterala si planul bazei de 60°. Punctul P
este proiectia punctului 4 pe planul VBC.
Planul paralel cu (4BC) si care contine
punctul P, intersecteaza muchiile VA,

VB, VC in punctele A", B', respectiv C".
Calculeaza raportul volumelor piramidelor
VA'B'C" si VABC.

Pe 0 masa orizontala se afla un vas

de sticla inchis, in forma de prisma
triunghiulara regulata, cu toate muchiile
egale cu 12 cm, umplut cu apa jumatate
din capacitatea totala. La ce inaltime se
ridica apa daca vasul este asezat pe una
din fetele laterale?

Unitatea de invatare 7: Arii si volume ale poliedrelor

11. Intr-o prisma triunghiulara ABCA'B'C’" muchia

opusa unui varf este muchia care nu face parte
din aceeasi fatd cu el; de exemplu, muchia opusa
varfului A" este BC. A C’
a) ldentifica muchiile
opuse celor celor
6 varfuri ale prismei.
b) Demonstreaza c3,
daca prisma este
regulatd, atunci A c
distanta de la orice M
varf la muchia opusa B
acestuia este aceeasi, indiferent de varful ales.
c) Formuleaza si demonstreaza o reciproca a
proprietatii de la b).
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12.

In trunchiul de piramida patrulatera
regulatd ABCDA'B'C'D' fetele laterale
formeaza cu planul bazei mari unghiuri

de 45°. Distanta de la punctul 4 la planul
(BCC") este 1 m, iar distanta de punctul B’
la planul (4CC") este egald cu 50 cm.
Calculeaza aria totala si volumul trunchiului
de piramida.

13.

14.

Piramida hexagonala regulatda VABCDEF
are A; =108 cm?, iartg u =2, unde
u = «(VE, AB). Calculeaza volumul piramidei.

In prisma patrulatera regulatd ABCDA'B'C'D’

unghiul dreptelor A'B si B'C are masura 60°,
iar distanta de la punctul A4 la planul (4'BD)
este 2./3 cm. Calculeaz aria totala si volumul
prismei.

* kK

15. Intr-o piramida triunghiulara regulata 18. Piramida hexagonala requlatda VABCDEF
VABC, avand latura bazei 12 cm, VA este are latura bazei de lungime /, inaltimea de
perpendiculard pe apotema inclusa in fata lungime £, iar aria sa laterala este egala cu aria
VBC. Calculeaza aria totala si volumul totala a piramidei VACE. Determina tangenta
piramidei. unghiului format de o muchie laterala cu

16. In piramida triunghiulara ¢ planul bazei VABCDEF.
regulatd VABC din 19. Investigatie Ana si Geo incearca sa inteleaga

17.

figura alaturata,
punctele D, E, F, 4
G, H, I impart
laturile bazei in

cate trei segmente

congruente. B
a) Demonstreaza ca VDEFGHI este
iramida regulata.
p g A3 3

unde

b) Verifica egalitatile: —=—=—,
Ve 2
A3, V3 suntaria totald, respectiv volumul
piramidei VABC, iarA6, V6 sunt aria total3,
respectiv volumul piramidei VDEFGHI.

Matei a confectionat un calendar interesant:

a decupat din carton desfasurarile suprafetelor

laterale a doua trunchiuri de piramida

hexagonala regulata si apoi le-a atasat ca in

figura. Pe fiecare din cele 12 fete a lipit cate

o luna din calendar. Pentru o desfasurare

se cunosc: AB=AD =4cmsi <EAD = 30°.

a) Afla aria cartonului folosit.

b) Arata cd indltimea obiectului confectionat
de Matei este mai mica de 7 cm.

A B
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mai bine formula pentru calculul volumului
unui trunchi de piramida. Ei s-au gandit sa
,taie” un trunchi de piramida patrulatera
regulata cu laturile bazelor de 10 cm si 30 cm
si cu indltimea de 15 cm in mai multe parti. Au
sectionat corpul geometric cu plane
perpendiculare pe
planele bazelor si
care trec prin
muchiile bazei
mici, cain figura // -
alaturata. .
a) Observa figura si descrie fiecare dintre cele
9 corpuri geometrice obtinute.

b) Unul dintre aceste corpuri geometrice
este o prisma patrulatera regulata.
Care sunt dimensiunile acestei prisme?
Cat este volumul acestei prisme?

¢) Ana sustine cd alaturand cele patru
piramide patrulatere din ,colturi” obtine o
piramida patrulatera regulata. Are dreptate?
Ce dimensiuni are piramida formata?
Cat este volumul ei?

d) Andrei observa ca cele 4 prisme ,culcate”
ce se formeaza in lateralele trunchiului sunt
identice. Ce dimensiuni au aceste prisme?
Cat este volumul fiecareia?

e) Calculeaza volumul trunchiului de piramida
in doud moduri: prin aplicarea formulei si
prin insumarea volumelor celor 9 corpuri
geometrice. Compara cele doua metode.

Unitatea de invatare 7: Arii si volume ale poliedrelor
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(alcul de lungimi, masuri de unghiuri, arii, volume |

o H—
y

v ! Y
| Prisme ,| Piramide | Trunchiuri de
drepte piramide
'Prismé ) Piramida Trunchi de piramida
- tr|ungh|uI51ra || triunghiulard [ triunghiulard |
requlatd requlata regulata
h Prism I3 Piramida
| hexagonaia | Lt peyagonals Trunchi de piramida
regulata requlata hexagonal requlati
Prisma —
—>( patrulatera Piramida_ R
< | patrulatera Trunchi de piramida
requlatd | ; <
7 requlata patrulaterd requlatd
Y
Paralelipiped | [
, etraedru
dreptunghic [———l !
Y
Cub Tetraedru regulat

°0 > Rezolv testele pentru a verifica daca pot:

sa calculez aria laterala sau totala si volumul
unor prisme, piramide, trunchiuri de
piramida;

sa determin distante si unghiuri in interiorul
sau pe suprafata unor corpuri geometrice;

sa aplic relatiile metrice din geometria plana
in cazul unor configuratii spatiale;

sa determin elemente ale corpurilor
geometrice, studiate cunoscand aria laterala
sau totala si volumul;

sa rezolv probleme cu continut practic
in care este necesara calcularea ariei si
a volumului corpurilor geometrice.

Utilizeaza schema de mai sus si adauga in portofoliu elementele esentiale din lectiile unitatii 7,

YY) > Testul 1

1.

referitoare la conceptele mentionate.

Calculeaza aria totala si volumul unui cub care
are muchia 1T m.

Tetraedrul regulat ABCD are AB = 10 cm.
Calculeaza distanta de la mijlocul lui AC la
mijlocul lui BD.

Un vas in forma de trunchi de piramida
hexagonala regulata are capacitatea 19/, iar
ariile bazelor sunt 0,09 m?, respectiv 0,04 m>.
Calculeaza inaltimea vasului.

in prisma patrulatera reqgulata ABCDA'B'C'D’,
fie M proiectia punctului 4 pe dreapta A'C.
MC =16 cm si MA'=2 cm. Calculeaza aria
totala si volumul prismei.

Din figura aldturatd se obtine,
prin pliere, o piramida
triunghiulara regulata care
are suma muchiilor

3&2 ++/2 ) em. Calculeaz aria
totala si volumul piramidei.

Unitatea de invatare 7: Arii si volume ale poliedrelor

Y > Testul 2

Calculeaza aria totala si volumul unui
paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de
10cm,5cm, 1 cm.

Un trunchi de piramida patrulatera regulata
are indltimea 5 cm, iar laturile bazelor 16 cm,
respectiv 6 cm. Calculeaza masura unghiului
format de o fata laterala cu planul bazei mari.

Piramida hexagonala regulatda VABCDEF

are VA =8cmsi A;=96 cm?. Afla masura
unghiului dintre dreptele VA si DE.

Prisma triunghiulara regulatda ABCA'B'C’

are latura bazei 2 cm, iar 4,5 = 2 cm?.
Calculeaza aria totala si volumul prismei.

intr-o piramida patrulatera regulata,

un punct aflat la distanta de 4,5 cm de toate
varfurile bazei se gaseste la distanta de

1,5 cm de toate fetele piramidei. Calculeaza
aria totala si volumul piramidei.

189



o5 o
Q Proiect: .Plcmeteu wauu

® ¢ 5o Plan de luc

Scop: Veti realiza o ,imagine”a Lucratiin echipe de cate trei, patru sau cinci colegi. Fiecare echipd

sistemului solar, punand impreuna alege una dintre planete.

informatiile colectate de voi. = Echipa care reprezinté o planetd va completa pe coala de

Materiale necesare: coli dintr-un desen: o imagine a planetei (decupata sau pictata) si datele

caiet de desen, fotografii sau imagini numerice extrase din tabelul de mai jos.

din diferite surse, creioane colorate m» Aproximati aria si volumul planetei alese.

sau acuarele, calculator de buzunar m Propuneti 2-3 probleme in legatura cu planeta aleasd, care sa
presupuna calcule de arii si volume ale corpurilor rotunde.

‘ Planeta

Distanta medie fata de
Soare (in km)

Circumferinta
(in km, cu aproximatie)

In cat timp se roteste in . . . . . .
jurul Soarelui (aprox.) 164 79132

Numarul satelitilor
cunoscuti 14

Circumferinta : . : AT
Soarelui: > 5 : = Desenati 0 axa a numerelor asezand
aproximativ [JEA T B - e 8l Soarelein origine si alegand ca unitate
4373027 km SEBVENCEEEESE Satm ) de masura 100 de milioane de km.
: e Marcati pe aceastd axa planetele, in
' s ' A ‘ ordinea depadrtarii de Soare.
Bicco: ‘ m Propuneti exercitii referitoare la
datele din imagine.

o . Neptun
Pamant 3 )
: " i Interactionati in echipa

Ak . R - " voastrd, propuneti si rezolvati
s i : problemele despre planeta
| aleasa, apoi prezentatiin clasa
Uranus /. T rezultatele proiectului.

v/ Rezolva problemele si alege raspunsurile corecte, pentru a verifica ce stii la inceput de unitate de invdtare.

1. Formula prin care calculam lungimea unui 3. Conform datelor de pe figur3,
cerc de raza R este: aria regiunii colorate este: 5 em

A)2mR B)2mR* C)7@R? D) R A)O B) 3t cm? ‘—&
2. Aria unui triunghi echilateral este 93 cm2. C)12wcm® D) 4m cm. %

Aria cercului circumscris triunghiului este 4. Raportul lungimilor a doua
(in cm?): cercuri este 1:2. Raportul ariilor lor este:

A) o B) 367 C) 12w D) 4. A) 12 B) 1:4 C)1:1 D) 2:m.
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Ce stiu deja? Verific!

Test initial de (auto)evaluare Timp de lucru: 45 minute

Rezolvand exercitiile urmatoare, iti vei aminti notiuni si rezultate necesare pentru parcurgerea acestei
Unitati de invatare. Fiecare problema propusa valoreaza 1 punct. Se acorda 1 punct din oficiu.

I. Scrie pe foaia de rezolvare cuvintele sau rezultatele care, inscrise in spatiile punctate, formeazd enunturi
adevdrate:

Elemente 1.1n figura alaturata, O este centrul cercului.
ale cercilin Segmentul 4B, ce trece prin O, se numeste ... %

Lungimea cercului 2. Lungimea unui cerc este egald cu 1277 cm. Raza cercului
B

masoara .... cm.

3. 1n centrul Q al unui cerc ridicdm perpendiculara pe planul
acestuia, pe care consideram punctul 5.
Dacd BQO =4 cm, iar distanta de la B la un punct oarecare al
cercului este de 5 cm, atunci diametrul cercului masoara ... cm. A

Teorema

lui Pitagora

Il. Scrie pe foaia de rezolvare litera corespunzdtoare rdspunsului corect pentru problemele urmdtoare:

4. Intr-un cerc cu diametrul de 50 cm, construim o coarda cu lungimea de 48 cm.
Distanta de la centrul cercului la acea coarda, masuratd in cm, este:

A. 24 B. 14 C. 10 D. 7.

Coarde in cerc

5. Lungimea unui cerc este de 67T cm. Aria acestui cerc este egala cu:
A. 9cm? B. 97 cm? C. 36w cm? D. 727 cm?

Aria cercului

lll. Scrie pe foaia de rezolvare solutiile complete ale exercitiilor urmdtoare:

Arce de cerc 6. Intr-un cerc cu raza de 9 cm, determina lungimea unui arc
cu masura de 120°.

Coroana circulara 7. Cele doua cercuri din imaginea alaturata sunt concentrice si

au razele de 4 cm, respectiv de 6 cm.
Calculeaza aria suprafetei colorate, delimitata de aceste cercuri
(coroana circulara).

Triunghiuri 8. In figura alaturata, unghiurile marcate prin 6 cm P
asemenea culoare sunt congruente. o
Demonstreaza ca cele doua triunghiuri sunt 4 cm
asemenea, apoi calculeaza raportul ariilor lor. 6 cm
Analogia 9. Deseneaza pe caietul tdu figura despre care crezi ca se potriveste enuntului:

plan - spatiu i i este pentru Q ceeace este pentru:

Dacd ai obtinut mai putin de jumdtate din punctajla acest test, este util s revezi definitiile si proprietdtile verificate
mai sus, pentru a intelege mai bine ceea ce urmeazad.
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o Cilindrul circular drept: volum, arii, sectiuni

> O situatie-problema

Ana isi ajutd mama la prepararea gemului de caise. Dupa fierbere intr-o
oala cilindrica, gemul trebuie pus in borcane de 400 ml. Pentru a afla
cate borcane sunt necesare, Ana a gasit, prin masurare, ca diametrul
interior al oalei este 42 cm, iar adancimea continutului este 15 cm.
Cum ar putea calcula Ana cate borcane sunt necesare?

Vrem sa stim! ))/ Cum putem calcula volumul si aria laterala sau totala ale unui cilindru? )

2 1. Cum determinam volumul unui cilindru?

® > Sd exploram

Ne amintim ca volumul oricarei prisme are formula de calcul V' = Ab - h, unde Ab este aria bazei, iar A
fnaltimea prismei. Daca ne imagindm ca bazele prismei sunt poligoane regulate cu numarul laturilor din ce
in ce mai mare, acestea vor fi din ce in ce mai asemanatoare cercului:

0CO00000-O-

Prisma va fi asemanatoare unui cilindru si acceptam ca volumul cilindrului se
calculeaza ca in cazul prismei. Deoarece aria cercului este egald cu mR? deducem
pentru volumul cilindrului formula V,=nR>h unde unde R este raza bazei,
iar & inaltimea.

Exemplu:
Daca un cilindru are raza bazei 3 cm siindltimea 5 cm, volumul este V' =zR?* -h=7-3>-5=457 cm’.

Deoarece 7 ~3,14 atunci V ~3,14-45=141,3 cm®.

° > Rezolvam situatia-problema

Calculdm volumul de gem dinoald: V' =7R*>-h=n-21-15=7-441-15=66157 cm’.
Numarul de borcane necesare va fi 66157z : 400 ~6615-3,14 : 400 ~ 51,9, care rotunjit inseamna
52 borcane.

Presupunand ca eroarea de masurare a adancimii continutului este de 0,5 cm, (( Gandim critic
care este numadrul minim si cel maxim de borcane necesare?

si constructiv!

- 2. Cum calculam ariile unui cilindru?

° > Sd explordm
Prin desfasurarea suprafetei laterale a unui i =» .p.l.;-.p-G
cilindru vom obtine un dreptunghi ale carui o

™

dimensiuni sunt lungimea cercului de la baza
cilindrului si generatoarea acestuia. Asadar, aria laterala a unui cilindru este 4, =27 RG .
Pentru a obtine aria totala, vom aduna la aria laterala si ariile celor doua baze:

A4, =27RG+2nR*=27R(G+R).

Exemplu: Daca un cilindru are raza bazei 4 cm si indltimea 3 cm, aria laterala este

A4 =27nRG=2r-4-3=24rxcm’,jarariatotald 4, =27R(G+R)=2m-4-(3+4)=56mcm’.
(Am utilizat faptul ca generatoarea unui cilindru este egala cu indltimea.)
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- 3. Ce sectiuni studiem intr-un cilindru?

—) Dacd sectionam Sectiune Sectiune paralela

un cilindru cu un plan care contine il - b
centrele bazelor si, in consecinta, anala Ny T e cubaza
este perpendicular pe planele
bazelor, se obtine un dreptunghi, |_cemsmmmmeeeenl | | ocmimeeeeee
numit sectiune axiala a cilindrului.

Daca planul de sectiune este paralel cu bazele cilindrului, sectiunea obtinuta este un cerc.

Y > Evaludm nivelul de baza

1. Uncilindru are raza bazei 1 m si generatoarea 2 m. Cu cat este egala aria laterala?
2. Calculeaza volumul unui borcan cilindric care are diametrul bazei 14 cm si indltimea 10 cm.

YY) > Problemad rezolvata

D<= C
ABCD este o sectiune axiala intr-un cilindru cu diametrul 28 cm. Drumul de la
A la C pe suprafata laterala a cilindrului este cu 6 cm mai scurt decat drumul
pe traseul 4 — B — C. Calculeaza aria totala si volumul cilindrului. Foloseste
. 22
aproximarea 7z ~ e i -
9 Rezolvare:
Pe desfasurarea suprafetei laterale, arcul 4B are lungimea egala cu un semicerc:
1 22 .
—-27R~—-14=44 cm. Notam BC =x.

Folosind datele din enunt si aplicaind teorema lui Pitagora, deducem ecuatia x2 + 44% = (28 + x — 6)°.
Obtinem x2 + 1936 = x2+ 44x + 484, asadar x = 33.
Inlocuim in formulele pentru aria totala si volumul cilindrului R =14 cm,iar G=h =33 cm:

At:27rR(G+R)z2-§-14-(33+14):4136 cm? si V=7rR2~hz§-142~33=20328 cm’.

o0 > Exprimare orald

Explica de ce in figura de mai sus, in desfasurarea suprafetei laterale a cilindrului regasim punctul 4 in
doua pozitii.

o0 > Probleme propuse

*

1. Cati litri de apa incap intr-un butoi cilindric 3. Raza unui cilindru circular drept este de

cu diametrul 60 cm si indlfimea 1 m? 12 cm, iar aria laterala este de 727 cm’.
Calculeaza aria sectiunii axiale, volumul
si aria totala ale cilindrului.

4. Cati metri de fir de aur cu grosimea 0,2 mm

2. Completeaza tabelul, in care datele se refera
la un cilindru circular drept.

R h | Ay | A AV se pot obtine daca se topeste o moneda cu
.04 | 8 diametrul 4 cm si grosimea 3 mm?
2 6 36 5. ntr-un cilindru, aria unei sectiuni paralele cu
3.1 4 24n baza este 257 cm?, iar a unei sectiuni axiale
4. 8 1281 50 cm?. Afl3 aria totala si volumul cilindrului.
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6. intr-un cilindru circular drept, diagonala sectiunii
axiale este de 8 cm si face cu planul bazei un
unghi de 45°. Calculeaza raza cilindrului, aria
laterald, aria totala si volumul sau.

7. Dintr-o tabla metalica dreptunghiulara, cu
dimensiunile 4 m si 6 m, trebuie confectionata
partea laterala a unui rezervor cilindric. Exista
doua posibilitati: rezervorul poate avea inaltimea
4 m sau 6 m. In ce caz volumul este mai mare?

o K

8. Raza si generatoarea unui cilindru circular

drept sunt direct proportionale cu 4 si cu 5, iar
aria sa laterald este de 1607 cm” Calculeaz
aria totala si volumul cilindrului.

9. Muchiile laterale ale unei prisme patrulatere

regulate sunt generatoare ale unui cilindru, iar
bazele prismei sunt patrate inscrise in bazele
cilindrului. Calculeaza raportul volumelor celor
doua corpuri.

foloseste deseori unitatea de masura ,tol” sau
Jinch”, egald cu 2,54 cm. O {eava de cupru are

. L . . )
diametrul exterior 5 inch, iar grosimea peretilor

este 1,7 mm. Afld cat cantdresc 10 m de astfel
deteava, daca 1 cm’ de cupru cantareste 8,9 g.

11. Silviu a masurat diametrul rotii unei biciclete
inainte si dupa umflarea pneurilor, obtinand
70 cm si respectiv 82 cm. Aproximeaza
volumul camerei bicicletei.

12. AA' este o generatoare a unui cilindru cu raza
bazei 1 msi 4, =47 m’. Aratd ca drumul cel
mai scurt din 4 in A, parcurgand suprafata
laterald a cilindrului, este mai lung de 6 m.

* kK

10. Pentru exprimarea diametrului tevilor se 13. Investigatie

a) Justifica urmatoarea formula de calcul
pentru aria totala a unei prisme regulate:
A,=P,(m+a,), unde P, este perimetrul
uneia din baze, m este muchia laterala,
iar a, este apotema bazei.

b) Un cilindru este asemanator unei prisme
regulate, cu un numar foarte mare de laturi
ale poligonului de la baza. Ce devine formula
pentru aria prismei, in cazul cilindrului?

c) Alcatuieste un tabel prin care explici analogii
intre elemente si formule de calcul pentru arii si
volum la prisma regulata, respectiv la cilindrul
circular drept. Cu ce element al cilindrului
corespunde muchia laterala a prismei?

Trei puncte de pe C| si centrul lui C, sunt
varfurile unui tetraedru regulat cu muchia
6 cm. Calculeaza aria totala si volumul
cilindrului.

pahar de forma cilindrica o cantitate de apa
ce ocupa exact jumatate din capacitatea
paharului?

[ X) > Alege si rezolvd in 5 minute!

Un cilindru are volumul
907 cm?, iar raza bazei
este 3 cm. Calculeaza
aria laterala a cilindrului.

intr-o cratita cu

194

Incap 4 litri de apa

14. Cercurile C, si C, sunt bazele unui cilindru. 16. O vaza de forma cilindrica, cu R=10cm

si G =30 cm, trebuie ambalata intr-o cutie
paralelipipedica din carton. Poate fi realizata
cutia dintr-o foaie de carton cu dimensiunile
70 cm x 80 cm?

15. Cum putem proceda pentru a opri intr-un 17. intr-un cilindru, sectiunea facuta cu un plan

paralel cu inaltimea, aflat la 6 cm de centrul
. . . 2

unei baze, este un patrat cu aria 256 cm”.

Calculeaza aria totala si volumul cilindrului.

AB este diametru intr-o baza a
unui cilindru cu raza 4 cm, iar A4’
este generatoare. Distanta de la

inaltimea de 10 cm si mijlocul lui 44" la mijlocul arcului
diametrul de 20 cm? AB este 6 cm. Calculeaza aria

totala si volumul cilindrului.
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9 Conul circular drept: volum, arii, sectiuni

> O situatie-problema

Familia lui Mati intentioneaza sa amplaseze cateva trepte in exteriorul casei.

Printre materialele necesare, este nevoie si de 1 m* de nisip. In curtea casei se

afla deja o gramada de nisip cu forma foarte apropiata de a unui con circular

drept. Prin mdsurare, Mati a constatat ca diametrul bazei gramezii este 2,4 m, iar
indltimea 0,7 m. Este suficient acest nisip pentru lucrarile care urmeaza sa fie facute?

Vrem sa stim! ))Z Cum putem calcula volumul si aria laterala sau totala ale unui con? ]

= 1. Cum determindam volumul unui con?

° | @@ o > Sdexplorim
Ne amintim ca volumul piramidei se
calculeaza astfel: 1 = A3 h ,unde Ab este

aria bazei, iar A inaltimea. Observa

daca numarul laturilor bazei plramldel cre§te, piramida aproximeaza din ce in ce mai bine un con.
Acceptam ca volumul conului se calculeaza ca in cazul piramidei. Aria bazei fiind egalé cu 7R?,
7rR -h

deducem pentru volumul conului formula V.. ,unde R este raza bazei, iar /i inadltimea.

Exemplu: 7R:-h  7-5%-12
Daca un con are raza bazei 5 cm si inaltimea 12 cm, volumul este } = = =100 cm’.

Folosind aproximarea 7 ~3,14 obtinem ¥ ~3,14-100=314 cm’.

° > Rezolvdam situatia-problema

Pentru a calcula vzolumul nisipului din gramada, inlocuim R=1,2msi /4= 0,7 min formula volumului
R -h -1,44-0,7 o . .
conului: V=2 3 =T 3 =0,3367>0,336-3,14 ~ 1,05 m’ . Asadar, in gramada se afld mai

mult de 1 m? de nisip.

Gandim critic

Estimeaza, folosind acelasi procedeu, volumul unei gramezi de faina, orez sau
si constructiv!

zahar.

= 2. Cum determindam arii ale unui con?

° > Sd explordm ‘ ‘k\ A -
Daca desfasuram suprafata laterald a unui con y

circular drept, vom obtine un sector circular
care are lungimea arcului egala cu 2zR (lungimea cercului de la baza conului) si care face parte dlntr—un
cerc cu centrul in varful conului si raza egala cu G, generatoarea acestuia.

Decupeazad din hartie un sector circular si Asadar, am dedus ca aria laterala a unui con se
observd ce vei obtine prin infdsurarea acestuia! calculeaza astfel: 4, = nRG.

Deoarece aria sectorului circular este direct Aria totala se obtine adunand la aria laterala si
proportionald cu lungimea arcului, aplicdm regula aria bazei: 4, = 7RG + nR’? = TR(G+R).
de trei simpla: Exemplu:

272G ... G2 7R -nG? Un con care are raza bazei 3 cm si generatoarea

A

27R ....... Aorror = Acior = TonGg nRG . 5cmarearialaterald 4, = 7RG =7 -3-5=15z cm?,

iarariatotala 4 =zR(G+R)=nr-3-(5+3)=24nrcm’.
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in unele aplicatii este util sa aflam unghiul la centru corespunzator
sectorului circular obtinut prin desfasurarea suprafetei laterale
a conului:

Deoarece lungimea arcului corespunzator este direct proportionala
cu masura unghiului la centru (notat in figurd u), prin aplicarea
regulii de trei simpla deducem:

27G ........... 360° o o 2rR-360° 360°-R

27R ........... u’ 2nG G

2R

=~ 3. Cesectiuni studiem intr-un con?

Prin sectionarea unui con circular drept cu un plan Sectiune  Sectiune paralela

care contine inalfimea (deci este perpendicular pe
planul bazei) se obtine un triunghi isoscel, numit
sectiune axiala a conului. In cazul in care planul de
sectiune este paralel cu baza conului, sectiunea
obtinuta este un cerc.

'Y > Evaludm nivelul de baza

1. Calculeaza volumul unei palnii conice care are raza bazei 4 cm si indltimea 9 cm.
2. Un con are raza bazei 2 m si generatoarea 3 m. Cu cat este egala aria laterala?

Y > Problemad rezolvata

intr-un con circular drept raportul dintre aria totala si aria sectiunii axiale este egal cu 7/3.
Calculeaza unghiul sectorului circular obtinut prin desfasurarea suprafetei V.
laterale a conului.

Rezolvare:
e Nu stim lungimi de segmente, asadar notam convenabil unele distante!

Notam raza bazei R, inaltimea 4, generatoarea G.

Deoarece A, = tR(G+R) si A4,,, = ABZ«VO = ZRZ% =Rh,
4, #nR(G+R) =n(G+R)
deducem: ——= = =73 = 2(G+R)=nm3 = G+R=m3. (1)

AVAB Rh
Din teorema lui Pitagora aplicata in AVOB, cu < VOB = 90° obtinem h=~+G’>—R’.
inlocuind in relatia (1) avem: G+ R = 3(G2 —RZ) = (G+R)?=3(G*-R?>) >
(G+R)?*=3(G-R)G +R).
Deoarece G + R > 0, este permis sa impartim aceastd egalitate cu G + R, de unde deducem
G+R=3(G-R) = G+R=3G—-3R = 4R=2G = G =2R.
Unghiul sectorului circular obtinut prin desfasurarea suprafetei laterale are masura
360°-R 360°-R
= = =180°.
G 2R

o0 > Exprimare orald

Pentru problema de mai sus, precizeaza natura sectiunii axiale. Ce poti spune despre sectorul circular
obtinut prin desfasurarea suprafetei laterale a acestui con?

o
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o0 > Probleme propuse

*
1. Un cort are forma unui con 3. Completeaza tabelul, in care datele se referad la
cu diametrul bazei 2,4 m AN un con circular drept. @
si inaltimea 1,6 m. . , \ R G h Ay, | 4| 4, Vv
a) Volumul cortului este \ 1.1 3 4
mai mare de 2 m*? \ .
. \ 2. 25 4007
b) Pentru a confectiona \
suprafata laterala a ‘ 3. 1447 384n
cortului au fost suficienti 7 m? de panza? 4.1 3 127
2. Informula pentru aria laterala a unei piramide 4. Doua gramezi de orez, in forma de con, au
regulate, inlocuieste apotema cu generatoarea circumferintele bazelor 60 cm, respectiv 50 cm
unui con si perimetrul bazei cu lungimea si inaltimile 8 cm, respectiv 12 cm. In care din
cercului de la baza conului. Ce ai obtinut? ele se afla mai mult orez?
* K
5. Dintr-un con de lemn cu aria bazei 18 cm® 8. Un con circular drept se obtine prin infasurarea
s-a scobit un con, ca in imaginea unui sector de cerc al carui unghi la centru este
aliturats. Lemnul ramas are volumul de 36°si a cdrui raza este de 15 cm. Calculeaza:
90 cm?. Cu cat este egala distanta a) raza, generatoarea si volumul conului;
dintre varfurile celor dous conuri? b) aria laterala si aria totala a conului;
- . . . ¢) aria sectiunii axiale a conului.
6. O piesa metalica are forma unui con cu sectiunea : A lar d ) il
axiala un triunghi dreptunghic isoscel, cu 2. nrfrt_g nncor? gllrr;utarn rﬁ,‘gt,:gscct;ul'lea, ac);ltaez es;ce
. b . . i i ici [ z
ipotenuza 6 cm. Calculeaza muchia celui mai untriung ptung . uip u
mare cub care se poate obtine din aceasta piesa de 6 cm. Calculeaza: a) aria totald si volumul
N o P . piesa. conului; b) distanta fata de varf la care trebuie
7. Dacg s-armari cu 1 m raza bazei si gengratoa[eav sectionat conul cu un plan paralel cu baza
unui con, aria laterald ar creste cu 10 m*. Aratd ca pentru ca aria laterald a conului mic sa fie 25%
aria laterald a conului este mai mica decat 4 m”. din aria laterala a conului initial.
* kK
10. Mati si Ana au fiecare cate o coala patrata 11. Diametrul unui creion cilindric este T cm. Partea
de hartie, din care isi confectioneaza cornete ascutita are forma unui con cu indltimea 2 cm, iar
in forma de con pentru popcorn. Mati si-a partea de mina neacoperita de lemn este un con
facut un cornet decupand figura din stanga, cuinaltimea4 mm. Aflé ce diametru -
iar Ana patru cornete, din figura din dreapta. are mina creionului.
Care din ei ' - . PN
12. Intr-un vas conic, cu varful in jos si baza
va avea o : X < . . .
cantitate orizontala, curge apa dintr-un robinet cu debit
. E . constant. Robinetul a fost deschis la ora 8:30,
mai mare de ; < A%
iar la ora 8:35 vasul s-a umplut cu apa pana la
popcorn? S TSR » L ,
. jumatatea indltimii. La ce ora va fi plin vasul?
* kK

13. AB este diametrul bazei intr-un con care are indlfimea 4 dm si aria bazei 2z dm?.
Aratd ca drumul cel mai scurt avandu-l pe 4 ca punct de plecare si de sosire,
pe suprafata laterala a conului, este cu mai mult de 15 cm mai scurt decat drumul prin B.

14. Intr-un con raportul dintre raza bazei si inaltime este egal cu V2. Arata ca
in acest con existad trei generatoare perpendiculare doua cate doua.

YY) > Alege si rezolvd in 5 minute!

Un con are aria laterala
157 cm?, iar generatoarea
este 5 cm. Calculeaza

volumul conului. volumul conului.

8.2. Conul circular drept: volum, arii, sectiuni

Un con circular drept are
sectiunea axiala un triunghi
echilateral cu latura 6 mm.
Calculeaza aria totala si

V)

Un con are raza bazei 9 cm

si generatoarea 15 cm. Se
sectioneaza conul cu un plan
paralel cu planul bazei, la 8 cm
de acesta. Calculeaza aria totala
si volumul conului mic format.
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° > O situatie-problema

Trunchiul de con circular drept: volum, arii,
sectiuni

O furtund a doborat mai multi copaci, printre care si unul aflat in curtea familiei
lui Geo. Dupa curdtarea locului, familia doreste sa valorifice un bustean avand forma
unui trunchi de con. Pretul lemnului este in functie de volumul acestuia. Folosind o ruletd,
Geo a masurat diametrele la capete, gasind 36 cm, respectiv 32 cm si lungimea busteanului,

aceasta fiind 312 cm. Ana i-a sugerat lui Geo sa fie atent la un detaliu: 312 cm reprezinta generatoarea
trunchiului de con, nu inaltimea acestuia. Cum ar putea Geo sa determine volumul busteanului?

m))/ Cum putem calcula volumul si aria laterald sau totala ale unui trunchi de con?

D 1. Cum determinam volumul unui trunchi de con?

° > Extindem

o

In lectiile anterioare am vazut c cilindrul poate fi aproximat printr-o prisma,
iar conul printr-o piramida, cu bazele poligoane regulate avand numarul
laturilor din ce in ce mai mare. Prin analogie, vom aproxima trunchiul de con
printr-un trunchi de piramida. Sa consideram un trunchi de con,

avand raza bazei mari R, raza bazei mici r,indltimea % si generatoarea G.

h
Sa ne amintim ca volumul trunchiului de piramida se calculeaza astfel: V' = E(AB + A, + A4y - A4, )

unde A este aria bazei mari, 4, aria bazei mici, iar / inaltimea. in cazul trunchiului de con avem
Ag = TR?2 Si A, = rl. Obtinem formula pentru volumul trunchiului de con:

h
Ve =— (R +17 +Rr).
’ 3
Exemplu: Daca un trunchi de con are inaltimea 2 cm, iar razele bazelor sunt 7 cm si 4 cm,
h -2 -2
volumul este V = ﬂ—(Rz +7? +Rr) = ﬂ—(72 + 42 +7-4) =% 93-627 am’.
3 3 3

Folosind aproximarea 7 =~ 3,14 obtinem V= 623,14 = 194,68 cm’.

- 2. Cum calculam ariile unui trunchi de con?

R

Pentru a deduce modul de calcul al ariei laterale,
folosim formula ariei laterale a trunchiului de piramida,
A] _ (PB + Pb) 4a,
2

si perimetrele bazelor cu lungimile (circumferintele) celor doua cercuri: B, =27 R, B, =2rr.
(27R+27r)-G 27 (R+r)-G

2 2
Asadar, aria laterala a trunchiului de con este 4, =7G(R+r).

, inlocuind apotema cu generatoarea

Se obtine 4, =
Aria totala se obtine adunéand la aria laterala si ariile bazelor: 4, =7G (R +r)+ 7R* +7r?.

Exemplu: Un trunchi de con care are razele bazelor 5 cm, 3 cm si generatoarea 4 cm are aria laterala
A =nG(R+r)=n-4-8=327 cm’ iarariatotald 4, =327 +7-5" +7-3* =661 cm’,
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o0 > Exprimare orald 7 |/
Trunchiul de con provine dintr-un con sectionat cu un plan
paralel cu baza. Descrie modul in care s-ar putea deduce aria G
laterala si volumul trunchiului de con, folosind diferente de G
arii, respectiv de volume.
1 27 R

- 3. Cesectiuni studiem intr-un trunchi de con? Sectiune paraleld Sectiune
cu baza axiala

<L

Sectiunea paralela cu baza intr-un trunchi de con este
intotdeauna un cerc, iar sectiunea axiala, care contine
centrele bazelor, este un trapez isoscel.

o0 > Rezolvam situatia-problem D Or C

Calculdam indltimea trunchiului de con. Desenam sectiunea axiala ABCD, care este
un trapez isoscel. Se cunosc: R=0B=18cm, r=0'C=16cm, G=BC=312cm.
AE=FB=18-16 =2 cm. Aplicdm teorema lui Pitagora in ACFB. Obtinem:

FC =+/97340. Asadar, 1 =+/97340 ~ 311,99 cm. Inlocuim in formula volumului
trunchiului de con: J = %h(R2 +77 + Rr) ~ 283 444,99 cm® ~ 0,280 m’.

Daca, pentru un calcul mai comod, Geo ar fi inlocuit indltimea busteanului Gandim critic
A . i jv!
cu 312 cm, cat ar fi fost eroarea de calcul? §i constructivl

Y > Evaludm nivelul de baza

1. Un trunchi de con are razele bazelor 3 m si 2 m, iar generatoarea este 4 m. Cat este aria laterala?
2. Afla volumul unui trunchi de con cu inaltimea 10 cm si razele bazelor 4 cm, respectiv 1 cm.

'Y > Problema rezolvata

Intr-un trunchi de con cu razele bazelor 8 cm si 2 cm, exista un punct M

egal departat de planele bazelor si de generatoare. Determina aria totala

si volumul trunchiului de con.

Rezolvare:

Care sunt distantele egale precizate in enunt?

Notam O, O' centrele bazelor. Evident, punctul M este mijlocul lui OO".
Avem MO =MO'= MT.Totodatda AOAM = ATAM si AO'A'M = ATA'M
de unde obtinem AT=8cm, TA'=2cm. AM si A'M sunt bisectoarele
unghiurilor XKOAA' si «O'A'A. Acestea fiind suplementare, inseamna ca jumatatile lor, XTA'M si
L TAM, sunt complementare. Asadar, AA'MA este dreptunghic in M si, aplicand teorema inaltimii,

deducem MT = \/AT-A’T = \/8~2 =4 cm, deunde OO'=8 cm.
inlocuim in formule si obtinem:

A =nGR+r)+nR* +nr’=n-10-(8+2)+7-8 +7-2° =168 cm’
6721

cm® =2247 cm’®,

V=%h(R2+r2+Rr)=ﬂTB(82+22+8.2):
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o0 > Probleme propuse

*1 . Unvas de tabla are forma unui trunchi de con, cu indltimea 3 dm si diametrele bazelor 10 dm,
respectiv 2 dm. a)incap 90 litri de apa in acest vas? b) Ce suprafata are tabla folosita pentru partea
laterala a vasului?

2. Completeaza tabelul, in care datele se referala 3. in formulele pentru aria laterala si volumul unui

un trunchi de con circular drept. trunchi de con inlocuieste: a)r cu R; b)r cu0.
Rir| h |Gl Ag| Ay | A |[A| V Ce obitii?
@ 1.6 3] 4 4. Un trunchi de con circular drept are sectiunea
2. 12 10 3207 axiala un trapez cu bazele 16 cm, respectiv
3, 62 367! 971 4 cm si aria 80 cm’. Calculeaza aria total3 si
4. 112 8 67271 volumul trunchiului de con.

5. Ana vrea sa confectioneze din panza un abajur pentru o veioza. Ea foloseste
panza din imaginea alaturata, din care va obtine suprafata laterala a unui
trunchi de con. Pentru ca lumina veiozei sa nu fie suparatoare la ochi,
abajurul trebuie sa aiba cel putin 20 cm inaltime. Abajurul Anei va respecta
aceasta conditie?

6. Un trunchi de con are aria laterald 727 cm? si generatoarea 9 cm. Se sectioneaza trunchiul cu un
plan paralel cu planul bazei, prin mijlocul inaltimii. Calculeaza aria sectiunii.

* kK
7. Intr-o galeata de forma unui trunchi de con, 9. Un cazan avand forma -
Cu baza mica in jos, avand diametrele bazelor unui trunchi de con
cu diametrele bazelor
4 m, respectiv2 m si

14
3 dm si 2 dm, se toarna 16,5 litri apa si aceasta

ajunge la trei sferturi din inaltimea galetii. fnaltimea 3 m este
Cati litri de ap& mai incap in galeat&? protejat prin zidarie @
) P avand forma suprafetei
Foloseste aproximarea r ~ - laterale a unui cilindru cu bazele egale cu baza
mare a cazanului si cu inaltimea egald cu a

8. Trapezul ABCD cu AB || CD si «A4=90°, cazanului. Cat cantareste ziddria, dacd 1 m’
are bazele de 20 cm si de 4 cm si latura de zidarie are masa 2,5 t?
BC= 18_\/5 cm. Rotind trapezulin jurul laturii 40 54y trunchi de con aria totala este egal3
AD obtinem un trunchi de con. a) Calculeaza cu dublul ariei laterale, iar raza bazei mici este
aria laterala §| volumul trunchiului de con, jumétate din raza bazei mari. st"nd ca aria
b) Aproximeaza masura unghiului format de sectiunii axiale este 144 cm?, calculeazi aria
generatoare cu planul bazei mari. totala si volumul trunchiului de con.

* Kk K

11. In imagine este reprezentat un munte avand forma unui trunchi de con, cu
diametrele bazelor 4 km, respectiv 2 km si inaltimea 2820 m. Trebuie construit
un drum dintr-un punct al bazei mari pana in varful opus acestuia intr-o sectiune
axiala. Care este cea mai mica lungime posibila a acestui drum? Foloseste

aproximarile /2 ~1,41, 3~ 1,73.

( > Alege si rezolvd in 5 minute!

Un trunchi de con are
raza bazei mari 8 cm,
generatoarea 6 cm, iar

ABCD este o sectiune axialad a unui
trunchi de con cu generatoarea si
raza bazei mari egale cu 6 cm. Notam
O centrul bazei mari. Conul cu varful

Un trunchi de con are
aria totald 577 cm?, iar

razele bazelor sunt 5 cm, aceasta formeaza un unghi  in O si aceeasi bazi cu baza mica
respectiv 2 cm. de 60° cu planul bazei mari. 3 trunchiului are generatoarea CO
Calculeaza generatoarea Calculeaza aria totala si paraleld cu AD. Calculeaza aria laterala
trunchiului de con. volumultrunchiuluide con. i\ ,5jymul trunchiului de con.
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Sfera: arie, volum

o0 > O situatie-problema

Mergand la piat3, Liza a vazut la un taran doua gramezi cu mere, mici si mari,
pe care le vindea fara sd le cantdreasca, la intelegere cu cumpadratorul. Cu o
suma oarecare, Liza a cumparat 8 mere mari, dar intre timp s-a razgandit si

a cerut vanzatorului ca, pentru aceeasi suma, sa-i dea mere mici. in absenta
unui cantar, Liza a masurat cu o rigla gradata si a constatat ca merele mici
aveau diametrul aproximativ 6 cm, iar cele mari 9 cm. Cate mere mici ar fi rezonabil sa primeasca?

))Z Cum putem afla volumul si aria unei sfere?
 Definitie ) ) )

Se poate spune ca sfera reprezinta in spatiu ceea ce reprezinta cercul in plan.

Mai precis, daca O este un punctin spatiusi R un numar real pozitiv, prin sfera
de centru O siraza R intelegem multimea punctelor din spatiu aflate la distanta
R de punctul O.

2 1. Cum determindm aria unei sfere?

) > Sd explordm
Aria unei sfere curaza R este A=4rnR*.

Vom schita o demonstratie care, chiar daca nu este foarte riguroasa, ne & G S B

va permite sa intelegem modul in care a fost dedusa aceasta formula. Di— C
Pentru inceput, o remarca: suprafata unei sfere nu se poate desfasurape [~ Ql— < =\ A
unplgn. [ ==
Daca sectionam sfera cu doua plane paralele, obtinem doua cercuri, & o p

ale cdror centre sunt notate in figura Q si S, avand caraze QA4 si SB.

Observam trunchiul de con care are ca baze cele doua cercuri.

Notam C mijlocul lui AB si D mijlocul lui OS.1n trapezul QABS,

CD este linie mijlocie, deci QA4 + SB =2 - CD. Aria laterala a acestui

trunchieste 4, =7 - AB - (QA + SB) =2r - AB - CD.

Notam E piciorul perpendiculareidin B pe QA.Conform criteriului UU de asemanare, AEBA-~ADCO

AB BE
(explica de ce!), asadar oC = D deunde AB-CD = BE - OC. Pentru aria laterald a trunchiului de con

considerat obtinem 4, =2z - BE - OC =2z - OS - OC.

Acum, sa ne imaginam ca sfera este sectionatd cu foarte multe plane paralele, la distante foarte miciintre
ele. Ariile laterale ale trunchiurilor formate vor aproxima aria sferei. Cand distanta dintre aceste plane
este foarte mica, OC aproximeaza raza sferei, iar suma inaltimilor trunchiurilor va fi egald cu 2R.

Obtinem

Asferd=27[ -2R - R = 47R?.

Exemplu: Aria unei sfere cu raza 10 cm este
A =47R?=4710% = 4007 cm?. Folosind aproximarea 7 =~ 3,14 rezulta
A=400-3,14=1256 cm?.

8.4. Sfera: arie, volum 201



- 2. Cum determindm volumul unei sfere?

o0 > Sd explordm
Vom deduce acum o formula pentru calcularea volumului sferei.

Q Ne imaginam ca sfera este impartita in foarte multe piramide care au
varfurile in centrul sferei si bazele pe suprafata sferei. Suma volumelor
acestor piramide va aproxima volumul sferei. Cand aceste piramide
sunt foarte multe, indltimile lor aproximeaza raza sferei, iar suma ariilor
bazelor lor aproximeaza aria sferei. Notand A, A, ,... ariile bazelor
acestor piramide, avem:

Ve = VitV +rve = 4R AR R-(M+4H+..) R-Agp, R-4nR? _ 47TR3'
3 3 3 3 3 3
47 R3
3
Exemplu: Volumul unei sfere curaza 3 cmeste V' =

Asadar, volumul sferei este V., =
47R3  4rm-33

=367 cm3. Rezultd V' = 113,04 cm?®.

o0 > Exprimare orald

Explica de ce, conform opiniei tale, modul de deducere a formulelor pentru calculul ariei si volumului
sferei nu este pe deplin riguros din punct de vedere matematic.

o0 > Rezolvam situatia-problema

< 47TR3 _ 2437
Un mar mare are volumul v, = cm
: : 4717 1 3 N
iarunul mic y = =—.47-3*=3671 cm’- Inseamna ca 8 mere mari au volumul
m

243r . y . . 972n

8. = 9727 cm?, deci numarul merelor mici care au acelasi volum este =27.
36r

Gandim critic

Observa ca raportul volumelor a doua sfere este cubul raportului razelor lor.
si constructiv!

Foloseste observatia pentru a rezolva altfel situatia-problema.

'Y > Evaludm nivelul de baza

1. O sfera are raza 2 cm. Cu cat este egala aria sferei?
2. Calculeaza volumul unei sfere care are raza 1 m.

Y > Problema rezolvata

O sfera cu aria 10077 cm? se sectioneaza cu un plan aflat la 3 cm de centrul
sferei. Afla aria sectiunii.

Rezolvare:

Sectiunea este un cerc. Notam Q centrul acestuia. Calculdm raza sferei:
47R2=100r = R=+/25 =5cm.

Aplicdm teorema lui Pitagora in AOQA, dreptunghicin O:
04*+3°=5% = QA=4cm.

Aria sectiuniivafi 4., =7 - QA>=m-4>= 16T cm?
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o0 > Probleme propuse

*

1. Calculeaza aria, respectiv volumul unei sfere cu 3. Aria unei sfere este 1447 cm?2. Calculeaza:
raza de 4 cm. a) volumul sferei;

2. Datele din tabel se refera R 4 14 b) aria unui cerc mare al sferei (cu raza egala
la o sfera. Copiaza tabelul [ 5 _ curaza sferei).
in caiet si completeaza 4. Intr-o cutie de forma cilindrica cu diametrul
spatiile libere cu 107 bazei de 5 cm si indltimea de 16 cm se pun
raspunsurile corecte. 3. 367 trei mingi de tenis cu diametrul de 5 cm. Se va

inchide capacul cutiei?
*k

5. Intr-o rosie sferica cu diametrul 10 cm poate fi
introdusa complet o scobitoare de 8 cm, astfel
incat sa se afle la 3 cm de centrul rosiei?

6. O sfera cu volumul de 2887 cm? se sectioneaza
cu un plan ce se afla la distanta de 1 cm de
centrul sferei. Determina aria sectiunii.

7. Un glob de sticla are diametrul 20 cm. Patru
astfel de globuri se ambaleaza intr-o cutie

0 cilindrica cu raza 10 cm si indltimea 80 cm,
iar in golurile ramase se pune rumegus.

Ce volum are rumegusul necesar?

8. O legenda spune ca pe mormantul lui
Arhimede a fost gravat
desenul din imaginea
alaturata, care reprezinta
o sfera aflata in interiorul
unui cilindru. Raza sferei
este egald cu raza bazei
cilindrului, iar inaltimea
cilindrului este egala cu
diametrul sferei. Arhimede
a demonstrat ca aria sferei este egala cu aria
laterala a cilindrului. Demonstreaza si tu!

* kK

9. Dintr-un cartof sferic cu diametrul 7 cm se taie

cubulete cu muchia 1 cm. Arata ca se obtin cel
putin 64 astfel de cubulete.

10. Un con cu inaltimea 8 cm are varful si baza
pe o sfera cu raza 6 cm. Calculeaza aria totala
si volumul conului.

11. O portocald are forma sferica. Diametrul exterior
este 6 cm, iar coaja are grosimea 6 mm. Cat la
suta din volumul portocalei reprezinta coaja?

12. Daca 27 de bilute sferice de ciocolata, cu diametrul
8 mm, s-ar topi pentru a forma o singura bila mai

mare, ce diametru ar avea aceasta?

* Rk kk

13. Punctele M, N, P apartin unei sfere si determina
un triunghi echilateral de latura 6\/?; cm.
Calculeaza volumul sferei stiind ca distanta de la
centrul sferei la planul (MNP) este de 8 cm.

14. Pe suprafata unei sfere cu raza 1 se considera
9 puncte. Demonstreaza ca exista 2 dintre aceste
puncte intre care distanta este cel mult J2.

Y > Alege si rezolvd in 5 minute!

Sunt suficiente 150 g
vopsea pentru vopsirea
unei geamandauri sferice
cu diametrul T m, daca se
folosesc 50 g pentru 1 m*?

8.4. Sfera: arie, volum

Stiind ca Pamantul are diametrul
de 3,(6) ori mai mare decat
diametrul Lunii, determina
aproximativ de cate ori este

mai mare aria Pamantului

decat aria Lunii.

15. O prisma patrulatera regulata cu diagonala unei
fete 34/13 cm are toate varfurile pe o sferd curaza

6 cm. Calculeaza aria totala si volumul prismei.

16. Dintr-o bucata de lemn de forma cubica,
se strunjeste un corp de forma sferica. Arata ca
in sfera astfel obtinuta este mai putin de 53%
din lemnul initial.

Intr-un punct al unei sfere sunt
concurente trei coarde egale cu
12 cm, care formeaza doua cate
douad unghiuri cu masura 60°.
Calculeaza raza sferei.
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o0 > Recapitulam prin pro

*

1. O este centrul unei baze a unui cilindru,
iar AA’ este o generatoare, AA’ =12 cm, iar
distanta de la A4 la dreapta A’O este de 6 cm.
Calculeaza aria totala si volumul cilindrului.

2. Laturnarea unei bile din sticla s-a format,
in interiorul acesteia, o bula de aer de forma
sferica cu raza de 2 cm. Aria bilei este 100 77 cm?.
Cat este volumul sticlei utilizate?

o

Raportul razelor a doua sfere este 2/3.
Calculeaza raportul volumelor sferelor.

Un dop de cauciuc are forma unui trunchi de con,
cu diametrele bazelor 30 mm, repectiv 16 mm si
aria laterala 5757 mm? Cat este volumul dopului?
O minge uzata de cauciug, cu diametrul 14 cm,
este taiata in doua bucati egale. Poti pune un
litru de apa intr-una dintre aceste bucati?

* K

6. Intr-un butoi cilindric cu inaltimea 1,6 m, plin cu
vin, se afla 1256 | vin. Ce distanta parcurge acest
butoi daca este rostogolit de 5 ori? Foloseste
aproximarea 7T = 3,14.

O picdtura de apa are forma aproximativ sferica,
cu diametrul 4 mm. Cate astfel de picaturi vor
umple un pahar cilindric cu diametrul bazei

8 cm si indltimea 12 cm?

*kk

8. Calculeaza masa unei bile de la jocul de popice,
stiind ca bila are raza de 15 cm si cd este facuta
din lemn de fag. (Densitatea fagului este
p =08g/cmd).

9. Masa cojilor unui pepene este direct
proportionala cu suprafata acestora. Forma
pepenelui ne permite sa-l aproximam la o sfera.
Ce este mai avantajos sa cumpdram: un pepene
de 10 kg sau doi pepeni de cate 5 kg?

10. O prisma patrulatera requlata de lemn, avand
latura bazei 4 cm siindlfimea 2 cm, a fost obtinuta
prin strunjire dintr-o sfera, cu pierdere minima
de material. Ce arie si ce volum avea sfera?

11

12.

Daca un dreptunghi ABCD se roteste in jurul
laturii AB se obtine un corp cu volumul 187
cm?, iar daca se roteste in jurul lui BC, corpul
obtinut are volumul 127 cm?3. Cu cat sunt egale
ariile laterale ale corpurilor obtinute in fiecare
dintre cele doua situatii?

Asezand vertical pe o masa o moneda si lovind
una dintre marginile monedei,

aceasta se roteste cateva

secunde si genereaza astfel o

sfera. Calculeaza volumul acestei

sfere, facand masuratorile

necesare pe o moneda aleasa de tine.

* Kk Kk

13. Doua coarde ale unei sfere au lungimile 12 cm,
respectiv 30 cm. Distanta de la centrul sferei la
coarda mai lunga este 10 cm. Calculeaza:

a) aria sferei;
b) distanta de la centrul sferei la cealalta
coarda.

14. Mati sta pe intuneric intr-o camerad in forma
de cub cu muchia de 4 m, exact in centrul
patratului ce reprezintd podeaua. in mana,

la 1 m de podea, tine o lanterna pe care o
indreapta spre tavan, perpendicular pe acesta.
Fascicolul de lumina are forma unui con cu

unghiul de la varful sectiunii axiale de 60°.

a) Ce suprafata din tavan este luminata?

b) Daca in camera zboara un tantar, care
este probabilitatea ca, atunci cand Mati

aprinde lanterna, tantarul sa se afle in zona
luminata?

204

15.

16

17.

Ai 150 m de sarma de cupru
cu diametrul 1 mm. .
O mototolesti cu toatd puterea |
pentru a face un ghem sferic.
Arata ca oricat ai strange,
acest ghem nu poate avea
diametrul mai mic de 6 cm.

Investigatie Cauta cat mai multe argumente
care dovedesc forma aproximativ sfericad a
Pamantului. Elaboreaza un material cu acest
continut si da-i o forma cat mai apropiata de un
articol stiintific.

Cele patru mingi din figura aldturata au razele
de 10 cm si sunt asezate
astfel incat fiecare dintre
ele le atinge pe celelalte
trei. Calculeaza inaltimea
intregii constructii.

Unitatea de invdtare 8: Arii si volume ale corpurilor rotunde



i

Ce am invatat?

o0 > Rezolv testele pentru a verifica daca pot:

[ ]
Calcul de lungimi, masuri de
unghiuri, arii, volume ®
Y
Corpuri rotunde °
[ ]
Y
Cilindru Con Trunchi Sfera °
de con

sa calculez aria laterala sau totala si volumul
unui cilindru, con, trunchi de con sau sfera;

sa aplic relatiile metrice din geometria plana
in cazul configuratiilor existente in corpurile
rotunde;

sa determin elemente ale corpurilor
geometrice rotunde cunoscand aria laterala
sau totala si volumul;

sa calculez unghiuri si distante in interiorul
sau pe suprafata unor corpuri rotunde;

sa modelez matematic situatii practice.

Utilizeaza schema de mai sus si adauga in portofoliu elementele esentiale din lectiile unitatii 8,

YY) > Testul 1

1.

2.

referitoare la conceptele mentionate.

Calculeaza aria totala si volumul unui con
care are inaltimea 3 cm si generatoarea 6 cm.

Cati litri de apa trebuie sa turnam intr-o oala
cilindrica, cu diametrul 20 cm, pentru ca apa
sa atinga inaltimea de 20 cm? Foloseste
aproximarea = 3,14.

Un sector circular cu masura arcului 270° si
raza 9 m se infasoard pentru a forma suprafata
laterala a unui con. Calculeaza aria totala si
volumul acestui con.

Un numar de 16 sfere verzi, identice,

au suma ariilor egala cu aria unei sfere
galbene. Cate sfere verzi au volumul egal
cu volumul unei sfere galbene?

Daca se sectioneaza un con cu un plan paralel
cu baza, ce trece prin mijlocul indltimii, aria
sectiunii este 16z cm?, iar daca se sectioneaza
cu un plan prin varful conului, perpendicular
pe planul bazei, aria sectiunii este 48 cm®.
Calculeaza aria totala si volumul conului.

Unitatea de invadtare 8: Arii si volume ale corpurilor rotunde

o0 > Testul 2

Cupola unei cladiri are forma unei jumatati de
sfera cu raza 10 m. Ce suprafata are cupola?

Pentru a confectiona partea laterald a unui
rezervor cilindric cu diametrul de 2 m s-a folosit
o bucata dreptunghiulara de tabla cu aria 10 m”.
Cati litri de lichid incap in acest rezervor?

Un trunchi de con are inaltimea 6 cm, raza
bazei mici 4 cm si generatoarea 10 cm.
Calculeaza aria totala si volumul conului
din care provine acest trunchi.

Dintr-o piesa uzata in forma de piramida
patrulatera regulata, cu latura bazei 12 cm si
apotema 10 cm, s-a confectionat o bila sferica de
volum maxim. Calculeaza aria si volumul bilei.

Un musuroi de pamant are forma unui con cu
diametrul bazei 0,8 m si volumul 50,24 dm>. O
furnica se afld in centrul bazei. Arata ca drumul
cel mai scurt pe care furnica poate sa iasa

din musuroi nu depaseste 24 cm. Foloseste
aproximarea r = 3,14.
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TESTE DE ANTRENAMENT PENTRU EVALUAREA NATIONALA

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

Timpul de lucru efectiv este de doua ore.

SUBIECTUL I - Incercuieste litera corespunzdtoare rdspunsului corect. (30 de puncte)
5p | 1.Rezultatul calculului 3 +309: 3 este:
a) 14 b) 104 c)16 d) 106
b
5p | 2.Daca 4 =—,unde a si b sunt numere reale pozitive, atunci este egal cu:
2 3 a+2b
4
a) i b) 2 ) — d)1
2 8 3
5p | 3.Daca 80% din a esteegalcu b si x % din b este egal cu g, atunci numarul x este egal cu:
a) 120 b) 180 c) 125 d) 100
5p | 4.Cardinalul multimii (1 — 3\/5; 4 +3\/§) N7 este:
a)5 b) 12 9 d) 14
5p | 5.Eva, Radu, Mara si Geo au avut de calculat 4+/18 — 248 +4/50 —+/32.
Ei au obtinut rezultatele din tabelul alaturat. Eva | Radu | Mara | Geo
Dintre cei patru elevi, cel care a calculat corect este:
a) Eva b) Radu c) Mara d) Geo 428 2\/5 _\/E 9\/5
5p | 6.Adunand cel mai mare divizor comun al numerelor 12 si 16 cu cel mai mic multiplu comun
al lor, obtinem:
a)52 b) 28 c) 48 d) 100
SUBIECTUL al ll-lea - Incercuieste litera corespunzdtoare rdspunsului corect. (30 de puncte)
5p | 1.infigura alaturata este reprezentat segmentul 4B, A C D B
avand lungimea de 60 mm. [ o o °
CA 1 DB 2
Punctele Csi D sunt alese astfel incat — = — si — =—. Lungimea segmentului CD este:
CB 3 DA 3
a) 20 mm b) 36 mm ) 30 mm d) 21 mm %
. B C
5p | 2.Infiguraalaturata, BC || DE. Conform masurilor de unghiuri, 08
indicate pe figura, masura unghiului DAFE este:
a) 85° b) 72° c) 90° d) 49° /D EN23°
5p | 3.1nfigura alaturata, ABCD este un dreptunghi cu aria A F G D
de 12 cm?, punctul E este mijlocul segmentului 4B,
iar segmentele AF, FG si GD sunt congruente. £
Atunci aria triunghiului EFG este egala cu:
a)12cm? b)3cm? c)2,5cm? d) 1 cm? B C
* Testul poate fi abordat la finalul Modulului 1.
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5p | 4.infiguraalaturata, MN || BC si NP || AB. A
M 2
Daca —— =—, atunci raportul Q este egal cu: M, N
MB 3 BC
3 2 3 2
a) — b) - < - d- B C
5 3 2 5 P
5p | 5. Inimaginea alaturata apar trei cercuri, care sunt doua cate doua
tangente. Distanta dintre centrele a doua dintre aceste cercuri este
AB =4 cm. Suma lungimilor razelor tuturor celor trei cercuri este:
a) 16 cm b) 12 cm c)8cm d)4cm
5p | 6.Radu spune ca, daca o dreapta este paralela cu un plan, atunci dreapta
este paralela cu orice dreapta din acel plan. Afirmatia lui Radu este:
a) Adevarata  b) Falsa
SUBIECTUL al lll-lea - Scrie rezolvdrile complete. (30 de puncte)
1. Liza a ales un numar, |-a inmultit cu 6, a adunat 7 la rezultatul obtinut si, dupa ce a impartit
suma la 5, a obtinut numarul 41.
2p | a) Decide daca numarul ales de Liza ar putea fi 43. Justifica raspunsul.
3p | b) Calculeaza numarul ales de Liza.
2. Se considerad numerele x =2%:4'0 425 5i 3y =+/230 4233
2p | a)Arataca x =2',
3p | b) Demonstreaza ca x +y este un numar natural, divizibil cu 5.
3. Considerdm multimea 4 ={x| x € Rsi |1 - 2x| < 3}.
2p | a) Demonstreaza ca J2 4.
3p | b)Expliciteaza multimea 4 N Z, enumerand elementele acestei multimi. F
4.1n figura alaturata sunt reprezentate patratul ABCD si triunghiurile A4 D
echilaterale CDE si ACF.
2p | a) Determina masura unghiului ECF. L
3p | b) Demonstreaza ca triunghiurile CEF' si ABC sunt congruente. B ¢
5. 1n figura aldturata este reprezentat paralelogramul ABCD, cu D C
latura AB de 10 cm si latura BC de 6 cm. Punctul M se afla pe
di la AC, astfel inca M4 _2, ME || BC,E € AB #
iagonala AC, astfel incat —— = =, iar ,E € AB.
d MC 3
A B
2p | a) Arata ca lungimea segmentului AE este 4 cm. E
3p | b) Demonstreaza ca semidreapta CE este bisectoarea unghiului BCD. D . ¢’
AT B’
6.1n cubul ABCDA'B'C'D’, aria unei fete este 36 cm2. '
2p | a) Arata ca aria triunghiului A'BD este 1 8v3 cm?. D: c
3p | b) Demonstreaza ca A'C'BD este un tetraedru regulat. J
A B
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Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul de lucru efectiv este de doua ore.

SUBIECTUL I - Incercuieste litera corespunzdtoare rdspunsului corect. (30 de puncte)

5p | 1.Rezultatul calculului 1 + 32 este:
a)8 b) 16 )7 d) 10

5p | 2.Daca numarul a reprezinta 60% din numarul b, atunci

3 3 1 a+b
a) — b) — c) — d) 60
5 8 2

este egal cu:

5p | 3. Solutia ecuatiei %— X = 1 este:

a)o b) > c) il d) 2
6 6 5
2
5p | 4.Anaspuneca (\/E - ﬁ) =5—2. Afirmatia Anei este:

a) Adevarata  b) Falsa

5p | 5.Lia, Dan, Ana si Geo au avut de calculat media aritmetica Lia
a numerelor 3,2; 5,5 si 8,1. Ei au obtinut rezultatele din tabelul
alaturat. Dintre cei patru elevi, cel care a calculat corect este: 84 1168 | 56 | 4.2

a) Lia b) Dan c) Ana d) Geo
5p | 6.Diagrama arata situatia procentuala a inscrierilor la clubul de sport.

Daca la sectia de fotbal sunt inscrisi 60 de sportivi, atunci, conform ;
datelor de pe figura, numarul sportivilor inscrisi la volei este: 10% Tenis

a) 30 b) 45 <) 60 d) 100 20% " Volei

Dan | Ana | Geo

Fotbal

40% Baschet

SUBIECTUL al ll-lea - Incercuieste litera corespunzdtoare rédspunsului corect. (30 de puncte)

5p | 1.1nfigura alaturatd, punctul C este mijlocul segmentului 4D, A
iar punctul D este mijlocul segmentului AB.Daca lungimea ®
segmentului BC este x, atunci lungimea segmentului 4B este:

a) 2x b) % <) 3x d) 3x

0N
>
o

5p | 2.Infigura aldturata, semidreapta OB este bisectoarea unghiului 40D,
iar semidreapta OC este bisectoarea unghiului BOD. Daca <BOC
are masura de 25°, atunci masura suplementului unghiului 40D este:

a) 80° b) 100° c) 155° d) 105° A
5p | 3.1nfigura alaturata sunt reprezentate coardele 4B si CD ale unui cerc. D
Unghiurile marcate p/e;ﬁguré au masurile de 23°, respectiv 120°. d‘ 3
Masura arcului mic 4C al cercului este: AT
a) 23° b) 37° c) 74° d) 60° w
C

* Testul poate fi abordat la finalul Modulului 2.
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5p

5p

5p

Conform datelor de pe figura, masura unghiului ¥BCD este:

A
4.1n figura alaturata a fost desenat patrulaterul convex ABCD. @‘@
D
a) 140 b) 130 c) 120 d) 100 pi—¢

5.1n figura aldturata a fost reprezentat trapezul dreptunghic ABCD D—3cm_ o~
si linia mijlocie MN a acestuia. Daca bazele trapezului au dimensiunile
de 3 cm si 5 cm, iar aria trapezului este de 16 cm?, atunci aria M N
patrulaterului ABMN este:

a) 8cm? b) 9 cm? c)12cm? d) 15 cm? A 5cm B
D! C’

6. n imaginea aldturata apare cubul ABCDA'B'C'D'".
Masura unghiului dintre dreptele BA' si B'D' este: .

a) 90° b) 60° c) 45° d) 30° D- -~} J)C

SUBIECTUL al lll-lea — Scrie rezolvdrile complete. (30 de puncte)

2p
3p

2p
3p

2p
3p

2p
3p

2p
3p

2p
3p

1. Doi frati, Dan si Radu, au impreuna 240 de lei. Daca Dan i-ar da 10 lei lui Radu, atunci el ar
avea de doud ori mai multi bani decat fratele sau.

a) Verifica daca Dan ar putea avea 150 de lei.
b) Determina suma de bani pe care o are Radu.

2. Se considera intervalul 1 = (—\/g; \/g) .
a) Demonstreaza ca multimea / N Z are 3 elemente.
b) Calculeaza pentru cate numere intregi n, multimea /U (n; n + 1) este un interval.

3. Se considerd expresia E(x) =22x+1)2-(x-2)*-Bx-1)Bx + 1)+ (2x - 6)(x - 1).

a) Demonstreaza ca E(x) =4x + 5. B

b) Determina toate numerele intregi a pentru care | E(a) | < 7.

4. 1n triunghiul dreptunghic isoscel din figura alaturata, in care E
AB=AC=4cm, BD si CE sunt mediane,iar EF 1 BD, F € BD.

a) Demonstreaza ca lungimea segmentului BD este 25 cm.

b) Calculeaza lungimea segmentului FD. A D C

5.1n figura aliturata este reprezentat dreptunghiul ABCD, N
cu laturile AD=9cmsi AB=12cm.
Punctele M si N sunt mijloacele laturilor AB si CD, E este F
intersectia diagonalelor dreptunghiului, iar {F} = BN n AC. E

a) Arata ca lungimea segmentului EF este de 2,5 cm. A I B
b) Calculeaza aria patrulaterului BFEM.

6. In figura alaturata a fost reprezentata piramida patrulatera regulata
SABCD, in care triunghiul SAC este echilateral. Punctele E'si F' sunt
mijloacele muchiilor SB, respectiv SD.

a) Demonstreaza ca SD || (ACE)

b) Arata ca FB 1L (ACE).
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Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

Timpul de lucru efectiv este de doua ore.

SUBIECTUL I - Incercuieste litera corespunzdtoare rdspunsului corect. (30 de puncte)

5p

5p

5p

5p

5p

5p

1. Rezultatul calculului 19 - 3 - (8 - 2) este:

a) -1 b)0 a1 d) 37

2. Dintre numerele a=1,5, b=1,55, ¢=1,(5) si d=1,45 cel mai mic este:
a)a b) b c)c d)d

3. Daca 8 reprezinta x % din 32, atunci numarul x este egal cu:

a)4 b) 25 c) 40 d) 50

4. Solutia ecuatiei 3(x+1)-1=-7 este:

a)-3 b) —Z c) l d)3
3 3

5.Tic, Nic, Ada si Ana au calculat media geometrica a numerelor Tic | Nic | Ada
a= \/5(\/5 + 2) si b= \/E(\/E —2) si au scris rezultatele in
tabelul alaturat. Dintre cei patru elevi, cel care a calculat corect este:

a) Tic b) Nic c) Ada d) Ana

6. Intersectia intervalelor (-3; 2) si [-4; O] contine elementul:

a) -4 b) -3 o d)1

Ana

SUBIECTUL al ll-lea - Incercuieste litera corespunzdtoare réspunsului corect. (30 de puncte)

5p

5p

5p

1.1n figura alaturatd, punctele 4, B si C sunt coliniare, 4 £3 .M .C

M este mijlocul segmentului BC, 4B = lBC si AM =15 cm.
Lungimea segmentului CM este:

a)5cm b) 10 cm c)15cm d) 25 cm

D
2.1n figura alaturata, dreptele 4B si CD sunt concurente in punctul O, 4 0%
XBOD =40°, OE L AB si OP este bisectoarea unghiului COE. %‘
E
P

Masura unghiului POB este de:

a) 20° b) 25° c) 115° d) 130°

A
3.1n figura alaturats, triunghiul ABC este echilateral, cu aria de 9\/5 cm?

si MN este linie mijlocie. Lungimea segmentului MN este egala cu:
a)3cm b) 6 cm c)9cm d) 18 cm

* Testul poate fi abordat la finalul Modulului 3.
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5p | 4.infiguraaldturatd, ABCD este dreptunghi, E este mijlocul laturii E
CD si AB = 2\/§ cm. Aria triunghiului AEC este egala cu: D * ¢
a) \/gcm2 b) 2\/§ cm? c) 3\/§ cm? d) 4\/5 cm? -
5p | 5.Un cercare lungimea de 16 cm. Perimetrul triunghiului isoscel At B
fnscris in cerc, care are baza un diametru al cercului este:
a)16cm b)32cm c)8(1+\/§)cm d)16(1+x/5)cm 4
5p | 6.Piramida VABC din figura aldturata este sectionata cu un plan paralel 4‘
cu baza, ce trece prin mijlocul inaltimii piramidei. Sectiunea este un ey L
triunghi echilateral cu latura de 6 cm. Aria bazei piramidei VABC este: B
a) ¥ cm? b) 1 2\/5 cm? @) 36\/§ cm? d) 72\/§ cm? 4 /
SUBIECTUL al lll-lea - Scrie rezolvdrile complete. (30 de puncte)
1. Tic are de rezolvat un numar de probleme in 3 zile. In prima zi rezolva 30% din tem4, a doua
zi 0 patrime din aceasta, iar a treia zi restul de 9 probleme.
2p | a) Decide daca numarul de probleme rezolvate de Tic in prima zi este mai mic decat cel
rezolvat de el a doua zi. Justifica raspunsul.
3p | b) Determina numarul total de probleme din tema lui Tic.
2. Consideram numerele reale a = \/ - 2\/§+1 —‘1 —\/E‘ si
R C ik J
Ve J61v5) \(V6+2
2p | a) Arata ca numarul a este intreg.
3p | b) Demonstreaza ca a = b2
3. Consideram expresia algebrica E(x)=(x+1)*-(1-2x)?-2-x,cu x ER.
2p | a) Demonstreaza ca E(x) =(x - 1)(2 - 3x), pentru orice x € R.
3p | b)Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia E(x) = E(0).
4. Intr-un trapez isoscel laturile neparalele sunt egale cu baza mica, segmentul determinat de
diagonale pe linia mijlocie este l din lungimea liniei mijlocii, iar baza mare are 20 cm.
2p | a) Demonstreaza ca diagonalele su3nt bisectoare pentru unghiurile alaturate bazei mari.
3p | b) Demonstreaza ca diagonalele sunt perpendiculare pe laturile neparalele ale trapezului.
5. Fierombul ABCD cu AB =18 cm, punctul E situat pe segmentul CD astfel incat CE =16 cm
si BEN AD ={F}.
2p | a) Calculeaza lungimea segmentului DF.
3p | b) Determina raportul ariilor triunghiurilor FBA si BEC.
6. O foaie de hartie dreptunghiulara ABCD cu AB =20cmsi BC =15 cm este indoita dupa
diagonala AC, astfel incat, dupa indoire, (DAC) L (4BC).
2p | a) Arata ca tangenta unghiului format de planele (4BD) si (ABC) este egala cu Q .
3p | b) Calculeaza distanta de la punctul D la dreapta AB. 9
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Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

SUB

Timpul de lucru efectiv este de doua ore.

IECTUL I - Incercuieste litera corespunzdtoare rdspunsului corect. (30 de puncte)

5p

5p

5p

5p

5p

5p

1. Rezultatul calculului (111 -=222) : (-3) este:
a)74 b) 37 c)111 d)-37

2. Daca a este numar real pozitiv si 3 = % ,atunci a + 6 este egal cu:
a 1
a)3 b) 9 c)6 d)12

3.Dacd x = (-2)(-3)(-4)(+5) si y = (+6)(-1)(+2)(-5), atunci:
a)x=y b)x<y x>y d)x=-y

4. Numarul natural care apartine intervalului (2\/5; 3\/5) este:
a)5 b) 4 c3 d) 16

5. Patru elevi au calculat media aritmetica a numerelor

a’ si b pentru a=3+2\2 si h=3-22.
Ei au obtinut rezultatele din tabelul alaturat. 6 42 3 32
Dintre cei patru elevi, cel care a calculat corect este:

Dana | Bogdan | loana | Stefan

a) Dana b) Bogdan c) loana d) Stefan

6. Produsul a doua numere naturale este egal cu 9375, iar cel mai mare divizor comun al
acestora este 25. Enuntul ,Cel mai mic multiplu comun al celor doua numere este 375" este:

SUB

a) adevarat b) fals

IECTUL al ll-lea - Incercuieste litera corespunzdtoare rédspunsului corect. (30 de puncte)

5p

5p

5p

1.1in figura alaturata punctele 4,C,M,B,N A4 C M B N
sunt coliniare in aceasta ordine astfel incat &——@ ® ® o
AM =4-AC, M este mijlocul lui 4B, iar N este simetricul lui M fata de B.

Daca AC = 2 cm, atunci lungimea segmentului BN este egala cu:

a)2cm b)4 cm c)6cm d)8cm A

2.1n figura alaturata, OB L 04, OD si OA sunt semidrepte opuse,
OC este bisectoarea unghiului BOD si <AOFE = 135°.
Masura unghiului EOC este:

a) 85° b) 75° c) 90° d) 45°

1352040 B

E D NC

3.1n figura alaturata este reprezentat triunghiul ABC dreptunghicin
A cu masura unghiului B de 30°. MN este mediatoarea segmentului N
BC si AC=3cm.Lungimea lui AN este egala cu:

a

a)é6cm b) 3 cm c) \/§ cm d) 2\/§ cm B M

* Test

ul poate fi abordat la finalul Modulului 4.
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5p | 4.1nfigura alaturata este reprezentat triunghiul echilateral ABC cu aria
de 4+/3 cm>. Triunghiul ABD este isoscel cu baza BD si <BAD = 30°.
Aria triunghiului ABD este egala cu:

a) 4 cm? b) \/§ cm? c) 16 cm? d) 2\/§ cm?

5p | 5.0nfiguraaldturatd AB, BC sunt laturi pentru un hexagon regulat, respectiv
patrat inscrise in acelasi cerc de centru O. Masura arcului AC este egala cu:

a)75° b) 30° c) 60° d) 45°
5p | 6.Un elev afirma ca, daca o dreapta este perpendiculara pe un plan, atunci \ /
dreapta este perpendiculara pe orice dreapta din acel plan. Afirmatia sa este: -

a) Adevarata b) Falsa

B

SUBIECTUL al lll-lea - Scrie rezolvdrile complete. (30 de puncte)

1. Se considera trei numere naturale. Diferenta dintre primul si al treilea este 36, catul impartirii
numarului al doilea la numarul al treilea este 2 si restul 1, iar primul numar este de 6 ori mai
mare decat diferenta dintre al doilea si al treilea.

2p | a) Verifica daca al treilea numar este cel mai mic. Justifica raspunsul.
3p | b) Determina cel mai mic dintre cele trei numere date.
2.Se considera functia f: R—=> R, f(x)=x+1.

2p | a)Aratidca f(—\/z)-f(\/i)z— : P

3p | b) Reprezentarea geometrica a graficului functiei f intersecteaza axele de A7 O X

coordonate in punctele M, respectiv P. Determina coordonatele punctului

QO de peaxa Ox pentru care aria triunghiului MPQ este egald cu 1.

3 2x+6 3
3. Se considera expresia E(x) :( — 2x - i j . ,unde x este numar

real, x # +1, x # -3. x=1T x*=1 x*+2x-3 x° =1 4
2p | a)Arataca E(2) = % .
3p | b)Arata ca numarul N=E(2)+ E(3) + ... + E(28) este patrat perfect. 0

B D

4.1n figura alaturatd ABCD este romb cu <BAC = 30°, M este mijlocul
lui BC,iar EO =2 cm.

2p | a) Arata ca triunghiul ABD este echilateral. M
3p | b) Determina perimetrul rombului. A C

5. 1n figura aldturata este reprezentat triunghiul ABC,cu M, N € AB, M,
P,Q€BC, RE AC astfelincat PN || AC, NR || BC, RQ || AB si N

OM || AC, iar PC=3PB. R
2p | a)Arataca NA=3NB. B C
PB OB F ©
3p | b) Demonstreaza ca — - =—=1.
PC QC

6. In prisma triunghiulara regulata 4ABCA'B'C’, aria totala este de patru ori
mai mare decat aria bazei, AB=6 cm, O, O'sunt centrele cercurilor
circumscrise bazelor si M, M'sunt mijloacele laturilor AB, respectiv A'B".

2p | a) Arata ca volumul prismei 27 cm?.
3p | b) Determina unghiul dreptelor MO’ si AA4".
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Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

Timpul de lucru efectiv este de doua ore.

SUBIECTUL I - Incercuieste litera corespunzdtoare rdspunsului corect. (30 de puncte)
5p | 1.Rezultatul calculului 4:[4-(1:2)] este:
a)0,5 b) 8 c)2 d) 1
5p | 2.Cel mai mare numar natural prim din intervalul (-oo; 20\/5] este egal cu:
a)23 b) 29 c) 31 d) 37
5p | 3.Valoarea raportului numerelor 2'%° 4 2'% sj 2100 4 2% este egal cu:
a)5 b) 1,6 a4 d) 2,5
5p | 4.Unrobinet ar putea umple un bazin in 12 minute, iar alt robinet ar umple bazinul in 24
minute. Daca functioneaza ambele robinete, numarul minutelor in care se umple bazinul
este egal cu:
a)8 b)18 c)6 d)9
5p | 5.Mia, Dan, Emil si Elena au avut de calculat produsul numerelor irationale din multimea
{—2\/27; 44/36; —3\/5; 5\/64} . Ei au obtinut rezultatele
din tabelul alsturat. Dint i patru elevi, a obtinut Mia Dan Emil | Elena
in tabelul alaturat. Dintre cei patru elevi, a obtinu
rezultatul corect: 960 162 108 | -720
a) Mia b) Dan c) Emil d) Elena
5p | 6.Miruna afirma ca numarul 6%°-33° este pozitiv. Afirmatia Mirunei este:
a) Adevarata  b) Falsa
SUBIECTUL al ll-lea - Incercuieste litera corespunzdtoare rdspunsului corect. (30 de puncte)
5p | 1.infigura alaturatd, punctele 4, B, C sunt coliniare A B C
astfel incat AC=4-BC, AB=k-BC. @ @ ®
Numarul real & este egal cu:
a) 2,5 b) 2 c 1,5 d)3
5p | 2.infiguraalaturats, <BAC si <DAB sunt suplementare, D ¢
iar xDAC=116°.Unghiul <BAD are masura egala cu:
a) 64° b) 58° €) 44° d) 32° B A
5p | 3.Infigura alaturata, AABC are AB=AC = 6\/§cm, A
iar xABC = 15° Aria triunghiului ABC este egala cu: c
a) 27 cm? b) 54 cm? c)36cm’ d) 13,5 cm? B
5p | 4.Paralelogramul ABCD are AB=BD si <ADC = 106°. D C
Unghiul <4BD are masura egala cu:
a) 32° b) 74° c)37° d) 53°
A B
* Testul poate fi abordat la finalul Modulului 5.
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A C

5p | 5.infigura alaturatd, punctul O este centrul cercului, iar < OAC = 56°. v
Unghiul <4BC are masura egala cu:
a) 36° b) 34° ) 28° d) 30°
B
5p | 6.Un trunchide con circular drept are diametrele bazelor 12 cm si 5, >
‘e . . 22 .
6 cm, iar inaltimea 7 cm. Folosind aproximarea 7 ~ —, obtinem
pentru volumul acestui trunchi de con valoarea:
a)512cm? b)324 cm’® c)462cm’®  d)488cm’
SUBIECTUL al lll-lea - Scrie rezolvdrile complete. (30 de puncte)
1. Elevii unei scoli au primit un test, notat cu note intregi de la 1 la 10. Toti elevii au fost
prezenti, iar media pe scoala a fost exact 7,35.
2p | a) Scoala poate avea 360 de elevi ?
3p | b) Dupa un timp, elevii au primit alt test, la care din nou au fost prezenti tofti elevii si media pe scoala
a fost exact 7,72. Afla cati elevi are scoala, stiind ca numarul lor este cuprins intre 350 si 450.
2 2
+4 8
2. Se considera expresia E(a)= a —— 261 P ~,aeR\{0;-2;2}.
Lo a a"-4) a +2a
2p | a)Arataca E(a)=—.
3p | b)Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia E(a) =0,5.
3.4 si B suntdoua rezervoare.in 4 se afld 360 Z ap3, iarin B se afla 40 Z apa. Iin fiecare
secunda, din 4 curgin B, constant, 3 Z apa. Rezervorul B are capacitatea cel putin 400 7.
2p | a) Defineste functia f care sa exprime cantitatea de apd ramasa in rezervorul 4 dupa x secunde,
din momentul in care apa incepe sa curga din 4 in B panain momentul in care 4 este gol.
3p | b) Defineste functia g care sa exprime cantitatea de apa din rezervorul B dupa x secunde,

2p
3p

2p
3p

2p
3p

domeniul de definitie al acestei functii fiind identic cu cel al functiei f. c

4.1n figura alaturatd AABC este echilateral cu latura 6 cm, iar AD=CE =2 cm. £

a) Demonstreaza ca DE L BC. D,
b) Calculeaza raportul dintre aria triunghiului CDE si aria patrulaterului ABED. 4 B

F E
5. Dintr-un disc de lemn, avand centrul O siraza 1 m, s-a obtinut o masa

poligonala ABCDEFGH, prin impartirea cercului in 8 arce congruente. G D
a) Arata ca GF || AD.

b) Dacd 1 m*de material cntéreste 15 kg, arata cd masa obtinuta cantareste H C
mai putin de 43 kg. i B

6. Un pahar are forma unui con cu varful in jos si baza orizontala.
S-au turnat 24 ml lichid, acesta ajungand la indltimea de 4 cm,
ceea ce reprezinta 40 % din inaltimea paharului.

a) Calculeaza inaltimea paharului.
b) Cati ml de lichid mai incap in pahar?
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Indicatii de rezolvare si raspunsuri

?

Probleme recapitulative. Pag. 8.1. a){1;3; —1;2}, 0, {3},{—1} b)}0; 1;2},{2},0. 2. A: a, b, d. 3. a) {4;?; 121};
b) {42 V12T, —9; -3} o {45 V2T, —9; =3;0,5;5;,251,(2); —5f; d) {V2}. 4.2) 3;b) 10, 0) 2, d) 9; ) 2. 5. B.
6.2) 36; b) 144. 7. a) (@ b) € {(5;0), (4; 1), (3;2),(9; 5), (8, 6)}, ) (2:5). 8.1 €{-2;0;2;4}.9.a) 5 b) =5 O —Z d) S e);

11 9 2" '3
10.2) 12; b) 22; ©) 33,25, d) —— &) —= 1. 11. a) 3,75; b) 0,82; ¢) 3; d) 1,8; €) —1,728. 12. 105 km. 13.2) 10; b) - 6
o) x € {6; —6}.14.a) 12; b) 12. 15. 95 lei. 16. 30; 50. 17. 40%. 18. a) 12; b) 5; ¢) 60; d) 13; €) 9. 19. Mai mare este: a) 3v2; b) 5
0 6 d) 5V2. 20. A. 21. a) 2; b) 2++2; ¢) =2 ++6; d) VI3 —2V3; e) —2V3 +3V2. 22. a) 3x +20 = 110;x = 30;
b)2x=5x=25kg c)x=y+12,x+y=75x=435y=31,5.23.a)n € {3;4;5};b)n € {3;4;5;6};,c)n € {7;8;...;17};d) 6
24. a) x €{-6;6}; b) x € {-19;19}; ¢) x € {-2;2}; d) x € {-12;12}; e) x € {—V5; V5}; f) x € {-4V3;4V3};, g) x €
{—2V3;2V3}; h) x € {=6;6}; i) x € {5; —5}; j) x € {4;—4}. 25.a) 3,5 b) -3; ) -1; d) ©; e) -3; f) ®; g) ®; h) 10. 26.a) (-1; 1);
b) (-1; 1); ) (2,2; 5,8); d) (22; -13). 27. Oferta 2. 28. (5; 0), (5; 2); (1; 0), (1; 2). 29. a) 2019; 2017; b) aprox. 520; c) Aprox. 8,6%.
30.D.31.120° 30° 30°. 32. x =88, y = 102. 33. 100°. 34. AADC si ABDC sunt isoscele. 35. a) romb; b) dreptunghi. 36. C. 37.
A. 38.240 m2. 39. 18 cm2. 40. 5 cm?. 41. 40 + 8v2 cm. 42. 4 + 2v/2 cm; 2 cm?. 43. a) A0 = A’0; BO = B'0, ca raze; AOB =
<A'OB’, op. la varf; b) Ex. 4AOB' = 4A'0OB; c) ABA'B' este paralelogram. 44. AABF = ACDE (C.C.). 45. AABN ACMB, deci

[

?—z = ﬁ—g Deducem MC - AN = AB - BC = const. 46.Fie {G} = DF n AB. AAGF ~ ACDF: deolucemE aF d % E adica
G = E. 47. oJMN ~ 4]KL si APQR ~ APTS. 48.a) =2 = 20 = g—j =2 b) 44P0 ~ ACQO (LUL). 49 11V2; 15\/_ 50. a)
XAGE = <AEG = %C+ 4B (unghiuri exterioare); b) AABC~ ADBA si egalitatea E = E’ de unde AF este bisectoarea
unghiului BAD. 51. 43—0. 52. De ex: 1. a=3V2;c=3;m=n=h= %E; IC =45° 53. ALSO ~ ALNP; ALRM ~
ANRP; ALRN ~ ALNP etc.54.5cm. 55.5v2 m; 40 m. 56. 2 987; - ; 981

Unitatea 1. Pag. 12. Autoevaluare.1. A. 2. B. 3. B. 4. B. 5 C. Pag 13 Test initial. 1. 6. 2.—4. 3. D. 4. C. 5. B. 6. 3 si 4.
7.{1;3;5;7;2;4}.8.4.9.a) si d). Pag. 16. 1. a) De ex.: {x|x € N, x < 10}; b){1; 2; 4; 5; 10; 20}; ¢) {0; 3; 6; 9; 12}; d) {5; —5}. 2.
A.3.2){=6}; b){2,3(8); —3,2; —6}; O; d) {v7;V5}. 4. De ex.: {10; 12; 14; 16; 18; 20}; {x|x = 2k, k € N,9 < x < 21}.5.2) A;
b) A; ) F; d) A e) A; ) A. 6. a), b, ), e). 7. a) 04; 3,(6); 0,13); 8; 0,(142857); b)=2; 22,2, 2,25 8, Multimea poate fi

100’ 99 "90’ 10’
{0;1;2;3;4; 5}, {1;2; 3;4; 5}, {4; 5; 6}, {7; 8}, sau{15}.9. De exemplu: 2,79 € Q; 2,79 € R. 10. De ex: == ke
reprezintd ca numar zecimal cu perioada mixtd. 11.{3;9;8;1;7}. 12. Nu, este mixtd; se obtine 0,36(3). 13. De ex.
{xl(x? — 1)(x2 —4)(x? - 16)(x —64) =0}. 144 = {3 4;5;8}, B = {0;1;3;4;5;8}. 15. a) Un nr. scris doar cu cifre de 9
este impar; b) =0,(054) =
a) 45; b) De ex a=1b= 181 17 a, +a,+az;=a,+az+ay deC| a; = ay. Continud Ia fel siaratd cda =0, (a1a2a3) €
Q. Alege...A.{—15; —5; —3; —1;1; 3;5; 15}; B.{0; 2; 3}; C.{—3; 0; 2; 3}. Pag. 18. 1. De ex., in coloana lui —8 apar: 8; —é; 8.
3.b)—V/11< -3 <-25<-2<0<1<+5. 4.a) 4 -2; b) 4 2.5.2,25;1,5;1,5; 2,5; 2,5; 1,25; 1,25 . 6. De ex. 0,848 <

i<0849 7.C.8.B = {1,2;3;0;%;%}. 9.a),b),c.10.a>0; la|=1,5b<0; |b|=21.11.a) 2, -2 b)|3—7| = 4

|—1 — (=5 =4; |-4 — 6] = 10; |x — y[; €) Prima multime are doua elemente; a doua se reprezinta printr-un segment. 12.
b; ¢; e. 13.a)v2; b) De ex.: 1,1; 1,2; 1,3. 14. Dacé 4, B, C sunt punctele de abscise a, b, ¢, atunci AB + BC = AC. Egalitatea are
loc dacd si numai daca punctul B este situat intre 4 si C. Pag. 19. Alege... C. 2 —v2; v/5 — 2. Pag. 22. 1. a)[—/5; V7];
b)(=3; 2V5); ¢)(—0; 10]; d)(3; +0). 2. F. 4. De ex. la a): intervalul (—1; 1) se reprezints pe axa printr-un segment care nu isi
contine capetele. 5. a; ¢; d; f. 6. a)(0; 150]; b)(0,05; 1,5); €)[490;510]. 7.a)(—5; 1]; b)[—6; 2); €)(—; 0]; d)(6; +0). 8. De
ex., 0 apartine intervalelor de la punctele a), b), ¢). 9.a = 0,b = 1.10. Daca, prin absurd, intervalul nu ar contine numere
intregi, atunci gasim un numar intreg n astfel can <a <b <n+ 1.Deducemcab —a < (n+ 1) — n = 1, contradictie. 11.
Stmcax <ysiy—x<LAtunci|[x—yl=y—-x|x—y—-1=y—x+1si|lx—y+2| =x—y+2. Obtinem —(y —x) +
2(y +1—x) + (x — y + 2) = 4. Pag. 22. Alege... A.—2; 10; B.2, (1); V3;C.I = (—%; 5]. Pag. 25.1.C. 2. a)[1; 2); b)(—1; 2,5];
A(1; V2); d)[-1;2]. 3. a){4}; b){4}; A)[-6; 4]; d)(2; 6). 4. a)(0; 3); bI[V2; 3]; [-5;4); d){0; 1; 2;3}; e){~2; —1; 0;1;2;3}. 5.
a)(3;10]; b)(3; 9; ©) R; d)(1,73; +o0). 6. a)[—3;3]; b)(—8;8); c)[-0,5;0,5]. 7. a)[-7;10);[=3; 7]; b) (—4;4);[-2;2];
o[-9;9]; (—6;6); d)[—8;8];(—6;6). 8. a)[0,45;0,60] N [0,50;0,65] = [0,50;0,60], [1989;2010] N [1995;2020] =
[1995;2010]; b)[0,45;0,65];[1989;2020]. 9. D. 10. D. 11.a)0; 2; b)1;3. 12.a = 2,b = 5. 13.a = b, deci (a — b)?°%> = 0.
Pag. 25. Alege... A.[-3;5); (—2; 3]; B.[-3,2;3,2]; {-3; —2; —1;0;1;2;3}; C.(1;9). Pag. 28. 1.a) da; b) nu; c) nu; d) da. 2
a)[—1; +); b)(—0; 2); ¢)(—o0; 3]; d)(—4; +0); e)(—00; —4); f)(—V2; +).3.a)=3 > x + 1;b)1 < 2x + 2; €)6x + 8 = 4x.
4.{0;1;2;3}. 5. Maxim 500. 6. a)(—1; +»); b)[—1; +); c)(—; —1); d)(—o; —1]; €)(—3; +»). 7. a)2x — 1 < 3x;
b)x > -3;¢)-5+x < —3x.8.3,b,d, e f g h,j. 9.3 b,ef 10. a)(—x; 2]; b)(—; 2); €)[0,5; +0); d)[—3; +0); e)[1; +x);
f) (1; +0) g)(—oo; g), h)(—o0; —0,5];i)(2; +0); j)[—1; +0); k)(5; +00); I)(—o0; 3); m)(—o0; —0,5]; n) (—o0; 1,75]; 0)(—00; 2);
P)(—=;1,5); q) (1,25; +0). 11. a){0;1;2;3}; b){1;2;3;4}; }{-3; —4; —=5; —6;..}; d{{0;1;2}; e{{-2;-1;0;1;2;..};
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£){1;2}. 12. a) R; b)®; OR; d)@. 13. a)(—0; 3]; b)[—5; +00); €)(—00; 6). 14.(—00; 0). 15. C. 16.—4. 17.(—0; 1,1). Pag. 28.
Alege... A.{0; 1}; B.{0; 1; 2; 3; 4}; C.(—2;0). Pag. 31. 1. A. 2. De ex.: 4 € (2; +) si 24 — 1 > 3. 3.a)(—; 3); b)[3; +x);
c)(—0; —2);d) (—0,2; +); e)[5; +0); f)(—0; 8); g)(—o; 2); h) [1; +0);i)[—4; +).4.Deex.a){2;1;0; —1; —2; —3;...}
in Z; {0;1;2} in N. Scris altfel: (—o0;3) N Z, respectiv (—o;3) N N. 5. (0; 8) (in cm.) 6. (8; +) (in m.) 7.a)(—1; +o0);
b)(—3; +»); ¢)(—o0; —2,5]; d)(—o0; —0,2]; e)(—o0; 0,8); f)(—o0; 0,5]; g)(—o0; 1]; h)(—c0; —5]. 8. B. 9. Cel putin 3000 lei.
10.(2;6). 11.(0; 3). 12.b)(3 — V3; +0). 13.8; 9; ..; 14. 14.a)[—5; 1]; {-5; —4; —3; —2; —1;0; 1}; b) (-4; 8); {-3;-2;-1;0; 1; ...;
7% 9; d) [-2;0,5]; {—2; —1; 0}; e) [-0,8;2]; {0;1;2}; f) {—1,5}; @; @) (-14; 26); {—13; —12;...;0;1;...;25} h) (-3 +
VZ;3 +V2); {~1;0;1;2;3;4}. 15. a)(3- +00); BY(VZ; +o0); €)(—3; +00); d) (—00; —2). 16. (=2; 3] 17. (—o0; 1,5]. Pag. 31.
Alege... A.(—x; 5]; B( +o0); C. (—— +00). Pag. 32. 1.{2; 3; 5; 7}. 2. a) De ex.: {x|x numar natural, impar, de o cifra. }; b)
De ex.: {x|x € N,10 < x < 100}; ¢) De ex.: {x| x = —y%,y € N,1 < y < 3}. 3.[2;3]; [-1; 4]. 4. a)(—0; —5); b) (—; 0,5);
c)(—=1; +0); d)(—3; +); e)(1; +o0); f)(—o0; —4). 5. a) R; b)(—o0; 3); c)(—o0; 0); d)(—o0; —6); €)(—0,6; +0); f) (—0; 1,2).
6. —3.7.(—1;2). 8.—5. 9.(0; 13,79). 10.(—oo; g). 11.(—oo;§). 12.(0;20). 13.F. 14. a) De ex:: 2x — 1 > 3x — 3; b) De ex.
2x—1 > -3.15.{0;1;2;3}. 16. 12 17. 2. Pag. 33. Testul 1. 2.[2;3). 3. C 4.[-9; +) 5. Asociazd numere capetelor
intervalelor, apoi afla originea si construieste punctul de abscisa —2. Testul 2. 2.[1; 2]. 3.(DC, (DD; @)A; (3)B. 4.(—; 1,25).
5. Asociaza numere capetelor intervalelor, apoi determina punctul de abscisa —1 si construieste punctul de abscisa +1.

Unitatea 2. Pag. 49. 1.a) 12x2 + 23xy + 10y2; b) 18x2 + 18xy + 4y?%; ¢) 49x% — 56x + 16; d) 16x2 + 24x + 9.2.a) 7+4V/3;
b) 3+2V2; ¢) 9+4V/5; d) 13+4/3; €) 7-4V/3; f) 6-4/2. 3. @) x% + 4xy + 4y% b) y? + 2yx + x%, ¢) a? + 1,4a + 0,49;d) 9 + 6y +
y2% €) 6,25 — 10y +4y2; f) 2,56 +3,2b + b% g) 9 — 6y + y% h) 4 — 12z 4 9z%; i) 16a% + 8ab + b?%; j) 2 + 22y + y?;
k) 12 — 8v3y + 4y% ) 6 + 2v6b + b. 4. a) 6x; b) 1; ) 4a?; d) a?; e) 20a; f) %; g) 4ab; h) 16.5. a) (VZ + 1)2 b) (VZ-1)";
o 5+v2)5 d) (VT-v2)5 e (4+5)5 0 (VIE+1); 9 (VE-a)s b (3+v2) ) (V3+ \F) ) (v +v2);
k) (\/§+\/§)2; 1) (2\/§+\/Z)2. 6.a) (a+1)2+2>0;b) (a+3)%+1,¢c) (a—2)%+1;d (a——) +3 o e (a+%)2 +%;
f)(2a+1)2+1;g)(a+3)2+2;h)(a+1)2+§.7.a2+9260L<=>az—6a+920<=>(a—3)2 20adevarat;4a£a2+

40<a’?—4a+4<0<(a—2)? adevarat; a? +$2 2 & (a—i)2 >0 adevirat. 8. a) 7; b) 38 ¢ 2V2.
9.a) 3 +x2+x+1)%b) Bx—x2+3)% 0 (x* +x+2)% d) (x3 —x2 + 6)% Alege... A. a? + 2ay + y?%; 1+ 4x + 4x?;
1—2x+x%B. (113 — 72v2)/2; C.a = 10k + 5, a? = 100k(k + 1) + 25 si cifra zecilor este 5, iar a unitétilor 2. Pag. 51. 1.
a) 15 — 13x + 2x2; b) —6x2 + 14x — 8; ¢) 4 — x% d) 9 — 4y2. 2. a) 12-6v3; b) 16a% — 24ab + 9b?; ¢) ¢ — ac + 0,25a?; d)
2a? — b%; e) -2; ) 19-6V2; g) 4a? — 20ab + 25b?; h) x2 — 4y?; i) 9b% — ¢2;j) 17.3.a) 1; b) 18,5.4.a) V3 + V2; b) 7-14V2; )
x* — 16y% d)a* — 81b* e) 16a* — b*. 5. a) x=4 si A=14; b) x=v/31 si A=30. 6. a) V23; b) 2; ) V11.7.a5% = 100a(a + 1) +
25. 8.R=25/4.9.a) x* + x2 + 1; b) x2 + 2xy + y%2 — 4; c) a® — b% + 6a + 9; d) 4x% — z% — 4x + 1. 10. a) 4+2V6; b) 2v/2; ¢)
9+2V6 + 2V10 + 2V15; d) 9+2vV2+4V/3+4V6. 11. (x— D(x+ D2 + Dx* + DB +1) = (2 — D + D(x* +
D+ =@*—DE*+ D% +1) = (8 -1)(x®+1) =x'%—1.12. 8n?>(n + 1) : 8. Alege... A. a) x> —y?; b) -2
V2 5i 1.C.v/2. Pag. 53. 1.a) 2(x+y); b) 2(3a-3b-3¢); ¢) 2(3x-2y); d) 2(2x+3x?); e) 2(a-b); f) 2(2x*+4xy); g) 2(6x3-4x+2y); h) 2(0,2a-
0,6b). 2. @) -3x(-2x+4); b) -3x(-5x+9); €) -3x(- 10x+4x +5); d) -3x(-4x3-15x%+6Xx); €) -3x(x*+8-7x); f) -3x(20x3-12x+6). 3. a) 3(x+y); b)
2(v2a- 2b o) x2(x+1); d) 12(1-y); e) 3v/2 (x V3y); f) x(x2-x+1); g) a2(a-2); h) 0,5(p+q); i) a(a-b); j) 3(x+2x2-4); k) x(3+x-1); 1) aly>+z-
X); m) 6(a-b-c); n) 2x(x*>-2x+6); 0) 11(x-2 \/_(3a + b). 4. a) 5(x-2y); b) 3a(x-4); c) 4(3-x); d) 0,5x(50x-1); e) (a+b)(x-y); f) (4x-
3y)(x-2); 9) (x2+a2)(x+2a) h) (x>4+2)(x- 5) ) (x+2)(2x-1); j) 2x-1)(x-1); k) -2(x-7); ) (x-2)(@-x+3). 5. @) xy(x*+y?); b) (a+b) <
(@+b)(x+1); d) (a-b)(t-x); €) (x-y)(x+v2); ) x(x-y)2(14+3x?); g) (x-1)(a-b); h) (a+4b)(x-1) i) (a-b+c)(x-3); j) (m-p+q)(x+a); k) 6(x-V/5);
1) (x-4)(x-2y). 6. a) (x+y)(a+b) b) (x+y)(x+y 1); €) 2(x-2)(2x-5); d) (2x+3y)(x-y); e) (x-2)(x+1); f) x(x-1)(x-3); g) (a 2+b2)(a+b), h) (a-
2)(x-y+1); i) 2x+y)(2x+5y). 7. @) (@*+b?)(a+b); b) (m?+3)(m-3); ¢) (x+y)(x-2a); d) (x — y)(y+3); e) (x+y)(z+t); f) p*(p-1)(p*+3); g) (a-
b)(x+b); h) (a-b)(@3+a+2). 8. @) xX*+6x+2x+12=x(Xx+6)+2(x+6)=(x+2)(x+6); b) (y-2)(y-3); ) (z+3)(z+4); d) (a+1)(a+2); e) (t-6)(t+1);
f) (x+3)(x+5); g) (y-3)(y+2); h) (z+1)(z+3); i) (Z+1)(z+8), j) (x+4)(x+5). Alege... A. a) X*(x-y); b) 3x(2x-y). B. a) (x-1)(y-2); b)
2(x+1)(y-1). C. @) (x+2)(x-7); b) (y+9)(y+11). Pag. 55. 1. @) (x-y)(x+y); b) (m-3)(m+3); ¢) (4-x)(4+x); d) (8/9-c)(8/9+c¢); e) (2a-
b)(2a+b); f) (10 x2)(10+x%)= (v'10-x) (\/_+x 10+x2); g) (x-4y)(x+4y); h) (x-y)(x+y)0+y?); i) (x+4)% ) (@-7)% k) (2a+1)% 1) (1+3x)2.
2. a) (x+3)% b) 2b-3a)% ¢) (V5% (3a/5-5)% 3. a) 3(3a-b)% b) 288x%(2y*+1); €) (2xy+52)% d) (9ay-5x)(9ay+5x); e) (17a-
13b)(17a+13b); f) (19- 12x)(19+12x) 4. a) OC+y2) (x- y) b) (x+b)(x+a); ) (0,5-X)(0,5+x); d) (ab-4c) (ab+4c); e) (V2a-V3)(v/2a+V/3);
)(9- )(9+¢); g) (x+y)( x-y+\/_ ) (x-y) (7+4x+4y). 5. @) (1-3x/2)% b) (x-V6)% ) (V2x+1)% d) (3-0,5a)% )(4x+1) - f) (5+y)% @) (aV/3-
h) (V3xy+v2)2 (a-b)(@+b)(@*+b?); b) (x*+2)(x*+1)(x+1)(x-1); ) (y+3)(y- ); d) (a 2)(@-3); @) (x-2)(x-1)(x+1)(x+2); f) (z-
1)(z+1)(22+1); g) x (x+1)(x2+x+3); h) (y*+y+6)(y*+y+2). 7. a) a=8, b=—9; b) a=1 sau a=-1; ) b—1+‘/— a) (a?-b%*+c?)(a%+b?
A)=4b’c’=at=(b*+c)?*=a’=b*+2=A=90°. b) 2a’+b’+c*=2a(b+c)= (a-b)*+(a-c)*= a-b=a-c= O<=) a=b=c. ¢) AABC este
isoscel & a=b sau b=c sau c=a & (a-b)(b-c)(c-a)=0 < ab?a’b+a’c-ac’+bc*-b?c=0 < ab?%abc-a’b/abc+a’c/abc-
ac?/abc+bc?/abce-b’c/abc=0 < b/c-a/c+a/b-c/b+c/a-b/a=0. Alege... A. a) (g+h)% b) (4+x)2. B. @) (x+y+1)(x-2y+1);
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b) (a+c+b)(@+c-b). C. a) (x+2)(x+4); b) (a+2b)(a+4b). Pag. 57. 3. a) 22-5-2+6=0= 2 este solutie, (-3)>-5-(- 3)+6 30#0= -3 nu
este solutie; b) 2 si -3 nu sunt solutii; €) 2 nu este solutle -3 este solutie; d) 2 si -3 nu sunt solutii. 4. a) 2; b) 4; ¢) vV2/2; d) 3; ) @;
f)R; g)-3; h) 0;i) 0.5.a) 15; b) -1/2; ¢) -3; d) 1/3; ) @; f) V2/2; @) ©; h)V2/3.6.a) 4; b) 1/3; ¢) 15/2; d); -0,8; e) \/— 2-1.7.a)B;b) A
8.2/3.9. a) Nu este corect deoarece prin impartlrea cu necunoscuta X, se pierde solutia x=0; b) Este corect. 10. a) -2; b) -1/2;
o 5d)R;e) @; f) 1/3; g) 0,5; h) 1;) 1/5; j) ~V2/4; k) -3/4; 3/2. Alege... A. 17/4; B. 5 si -7; C. 2/3 si -2/3. Pag. 60. 2. a) 0;2; b) +/5;
0)2si3; d)05|3/2 3.a) 1+v2; b) -1 s.3/2 o 1;d)-15i2/3;e);£2;f) 05i-3/2.4.a) (1 £V17)/2;b) 151 2;¢) 15i 5;d) 15i-1/3;
e) 15i3.5.a) G b) B; ) D. 6. a) 3x-10x+3=0; b) (x-1/3)(x-2/3)=0; ¢) x>-1/4=0. 7. 3. 8. a) £2; b) +v/3; ¢) -1; d) @. 9. Pentru a=-1 se
obtine 0, iar pentru a=-2 se obtine -3/2. 10. a) -2+2+v/2; b) V5 +3. 11. (1+v/3)/2. 12.4/13-1. 13.(1 + V17) /4. 14. Dacé n/k, cu
(n,k)=1, este sol. a ecuatiei, atunci an?+bnk+ck?=0 ceea ce este fals pt. cd membrul stang este un nr. impar pentru orice a,b,c
intregi impare. Alege... A. 2. B. 5/2; 9/2. C. (6++/15)/2. Pag. 61. 2. a) x+10y; b) 21x%y; ¢) 3x; d) 216x'. 3. a) 4; b) -2; c) ¥2; d) ;
e) 4 1) 2, g)0; h) R. 4. a) 1,67; b) 1,73; ) 1,04; d)1,98. 5. a) 4y>; b) 4b’c; ¢) 20yz/3; d) V5b’c3d/V/2. 6. a) 9x°y?; b) 25a%bc5;
) 0,03125x'%y'5z5 d) 9a%°b’c*. 7. a) 6x>-4xy; b) -2a’2-ax>+ax% ¢) 3v2bx+2v2x-V/3a. 8. a) x>+6x-27; b) 6ab-14a+15b-35;
o) 8x5+1; d) 27x3-8y2. 9. a) x2-121; b) 36-a% ¢) 9x*-16; d) 4y*-81; e) 25-x% f) 3x>-5y% 10. a) 9(a+b); b)12(a+b+c); ¢) a(@*+a+1);
d) 6x2(3x2+1) e) tu(2 3tu-4t2 2); f) (x-2)(x+7); g) 2(2+x)(x-5); h) 6x% i) (x-2)(x-4); j) 2(x+2)(x-2). 11. a) @+5)% b) (9+x)% ¢) (11a-1)%
d) @>-1)% e) (V3y-1)% ) (0,1x+1)% g) (4-X)(4+x); h) (t-u)(t+u); i) (ab-cd)(@b+cd); j) (2-a)(4+a); k)-5(2x+1); 1) (x+2)(3x-4); m) (2v/2-X)
2V24+x)( 8+x (y“+16 y24+4)(y+2)(y-2). 12. B. 13. a) (x-V3)(x-V2)(x+v2)(x+V3); b) (C+x+2)(x*+x-1); ¢) 4a% d) 36, e) 4x%
f) 4x%; g) 16x2. 14 a) 3(3x-1)(x+1); b) (x-1)(x+5); €) 3(3x+1)( x); d) (x+1)(x+3); e) (x- 1)(x+5), f) (x-3)(x+1); @) (x-1)(x+1)(x>+3).
16.2)05si3/2;b) 15i2;¢) 0si-1/3;d) 15i-5; €) -1; ) 35i-1; @) -1/3 5i 1/3; h) -3 5i 2. 17. M=1/2. 18. x>-3x+2=0. 19. 1=0,7 5i L=3,5.
20. 11 i 12. 21. x=2 cm, y=4 cm. 22. x=4, A=6, P=12. 23. a) x*+4x+3=(x+2)?-1 si cea mai mica valoare este -1, pt. x=-2; b) -1,
pt. x=2; c) -1, pt. x= -3; d) -4, pt. x=3; e) -4, pt. x=1; f) -1, pt. x= -5; g) -9, pt. x= -1. 24. @) -x*+2x+4=5-(x-1)? si cea mai mare
valoare este 5, pt. x=1; b) 4, pt. x=3/2; ¢) 9/8, pt. x=1/4; d) -3/4, pt. x=1/2; e) 4/3, pt. x=1/3; f) 1, pt. x=1; g) 9/4, pt. x=-1/4.
25.m=-7/4.26. A=4-4m>0= m€ (—oo,1). 27.a) 3 5i-3; b) 2 5i -3; ¢) 3/8 5i -5/6; d) -1 5i -22; €) nu are solutii reale; f) 0 5i 5; g) nu
are solutii reale; h) -v/3 si -V/5; i) 2 5i V7; j) -1; k) -1; 1) nu are solutii reale; m) nu are solutii reale. 28. A=9m?+24m=0, cu m=0 si
m=-8/3. 29. A=1+4m<0=me€ (—oo,~1/4). Pag. 63. Testul 1. 1. a) 2x%y; b) -2v/2a'b3c3; ¢) -5a*x*-2ax>+ax? d) 9x6-6x"+16x2-5.
2.20-52+2 =§—§+ 2=-2+2=0. 3. A 4 x>4y2 6. 2 si 8. Testul 2. 1. a) 2b2;; b) 3,375x%°Z% ¢) 6x*-4xy;
d) 223+x%y+2xy>-12y% 2.a=10. 3. A. 4. X*+xy/2.6. 3 5i 7.
Unitatea 3. Pag. 64. Autoevaluare 1. B) 2. D). 3. D). 4. C). 5. C). 6. C). 7. B). 8. B). Pag 65. Ce stiu deja" 1.1.-3 si 3. 2. -50. 3
1,06(7). 11.4.C. 5. A. 6. B. 11I. 7.-158/9. 8. a) 3x>-12x+18; b) 4x>+90x-250. 9. a) 3ab(a-b) b) (a+1)(b+1); €) (x-V'5)(x+V5)(x>+5);
(x-y-3)(x+y+1). Pag 67. 1. R\{3}, R\{-7}, R. 2. a) -1/5,V6/2, V35/3; b) (V3+1)/2, (/7+/5)/2. 3. a) (x- )z/x(x-2), b) (-4)/(x-2)% )
(x>-4)(x-2)/x*(x-2); d) (x-1)(x-2)/(x-2)% 4. @) 1/(x-2); b) x/(3-x); €) (2x+1)/3; d) 1/(2x-1). 5. C. 6. B. Alege... A.a) 3(2x-1)/(4x>-2x); b)
(4x2+24x-13)/(2x%-X). B. x-1. C. (3x+13/(x-5). Pag.68. 1.a)11/15; b)5v/6/6; €)22/(z>-9); d) 3/x e) (x-1)/x; f) 4/35; g) 3vV2 +2\/’ 3)/30;
h) (x-1)/03-5x); i) (2x>-x+5); j) 0. Pag.69. 2. a) (3x2+2x+1)/(9x2 ); b) y/(y>-1). 3. a) 2v2+/6+4/3 +2\/— (14V7-
21V3+5V2+V15)/7. 4. a) 2V/a/(a-b); b) 2a/(a>b); c) 2vVa/(a-b?). 5. a) 21/8x; b) (2- xz)/x(x—1), <) -4/(-4); d) x/(x2—3). 6. a)
2V2+V11-V5-1; b) 3V2+7/2-5v3/2; ) 6+3\/_ +2\/_ 5.7.a) 2x-1) /(2x+1), x€ R\{-1/2}; b) 2/(x+1), x € R\{-1;3}; €) (*+x+x-2)/(x-
1)(x*+2x+3), cu x € R\{1}. 8. C) 1.9. 9. 10. a) 4; b) 31/2. Alege... A. 5(x+1)/x2 B. 2x*x+5)/(x-1)2(x+1). C. (x*+2x-1)/(x>-1). Pag.
71. 1. a) x/6; b) 3/2x; c) -3; d) 14/x; e) 1/2x; f) 27x3/125y3; @) y/8. 2. @) X¥/(x+2); b) 2/x(x-4); €) -12/x*(x-1); d) (x-2)/x(x+1); e)
1/(x+7); f) -6/(x-2); @) 5/2; h) x/2(5x+1). 3. @) (x-1)/4x; b) x+1; ) V/5; d) 6C+1/(1-x)(3x+1); €) 5/8(x+2); f) 1/(x+1); g) 1/2 (y+1). 4.
a) -3x; b) -8x/(x-4)% ¢) (x-1)/2(x+3); d) (x+4)(x-5)/(x-2)2. 5. @)1/x; b) (x-1)2(3x+1)/(3x-1); €) 4/9x% 6. Egalitatea este echivalentd cu
2bc+2ac+2ab+a?+b*+c?=0=(a+b+c)>=002=0. Alege... A.15x%y/2; B. 2/x(x-4). C. 2(x-3)/(x-2). Pag 73. 1. a) \/_ 2 +1; b)E

OVE +V3; dI3VZ + 23; 2.2 1 b) )2*“ AP @25 1 3.2)- 2 b) 1.4.2) 2 b) o A1 Sl
b)Xz(Xl_Z)Z, c)(xﬂ)?z)(_l), d‘xm2 ™ e)0; f) 7 .a) Folosim 2x? +3x—2 = (2x— 1) (x + 2) b)F nu este definita pentru x€{0;-

Z+52;1; OF(a)=2 = Jal=1=a e{-1, 1} si verificé a=-1; 8.b) a= 0,5; E(a)=1,2; 9.b) x€{-3; -1; 2; 3; 6}; ) bE{-4; -2; 0; 2};

10.Ca suma L + L;ca diferen;éi— %; ca produsi-L; ca raporti:x;l; 11.a) Observdm ca O‘SX;I (: 22)-1 apoi
calculul devme facil; b)xE R\{(O; 2; 4 -4} )Obtinem™" < 0 = x € {—o0; 4} \ (~4;0; 2}12. aHX=L; b)xe R\LS; O;
550; 13.a)x€ R\ {25 - 25 —1}b)EC=—"—;0x€ {2; 3; 6}; 14. EX) > 1; 15.2) da; b) a=3 si b=2; 16.a)ambe|e, -2 b)-2. 17.

a)x=-2a;y=-2a; z=a,a € ]R. 17.a)x= -2a,y—-2a z=a, a € R; b)Daca x, y, z sunt numere nenule si distincte, numitorii rapoartelor
ce apar in E sunt nenuli. Notam s = x + y + z si obtinem E=x/(3x-2s)+y/(3y-2s)+2/(3z-2s)=1. Alege... A. 1, B. 0 ; C. x—;; Pag.

76.1. a)x € R*; x € {-1; 1}; b)x € R*; x € {-6; +6}; c)ye R; y ={-3; 3}; d)x€ R\{2}; S={-2};e)xe R \{-2}; S={— g—};f)xe R\{3};
S={6};,9) ye R; y={-2; 2};h)xe R\ {0; :—}; S={10}; 2.a) nu; x={-2; 2}; b) nu; s-a pierdut solutia y=-3; 3. Aplicand Teorema lui Thales,
aflémzxz = %unde x=AD=CE deci x={-6; 6}; se accepta x=6 (lungime de segment); 4.a) R \ {1}; x€{-1; 0}; b)xe R\ {-1; 1}, S=@;
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O XE R\ {-3;3),5=0; dIx€ R\ {0; 2); S=(3}; @R \ -2 1}, S={ —1}; IR \ £3; -21, 5={ —; 6}; g)xe R\ {0; 3}, 5=(2}; hixe
R\ 1; 13, S={0}. 5.a)x€ R \ {+1;-2}, S=0; b)x€ R\ {#9; 3}, S=0; c)x€ R\ { 2523 i} s:{— g} 6.a)+2; b)0; ©)S={(—2;3)};

d)s={(-3; 7}.7.a)—§; 1; b)12;¢)-3; -1; d)- 4; 2;; e)1; 5.Alege... A. S={—1}; B. s:{_ g} C. S={2}. Pag. 79.1.a)5={2 + /5};
bIS={~2 + V5); a5={~2;1}; dis={>; —1}; e)5={~3}; 15={3} 2.aINu; b)Da; )Da; d)Nu; e)Da; fINU. 3. 1- b ; 2 ¢; 3 a.

4.a)x%2>0,-1<0; b)(2x —1)2>0,—6 < 0; A)x? > 0; 1 — V3 < 0; d)10(x —4)2 > 0; 7 > 0. 5. a) S={1}; b) S=-1/3}; ¢)
S={-6; 4}; d) S={-2; 4}; e) S={-2; O}; f) S={1}; @) S={1/2; 3/4}; h) S = @ . 6. a) S={-1/2; O}; b) S={-3; 0}; ¢) S={0; 2}; d) S={~1; 0}. 7. a)

S={+4}; b) S=({1}; ) S={0}; d) S={2/3}; e) S={-5/2}; f) S={~V/2}; g) S={-1/2}; h) S={-1; 0}. 8. a) S= {”W } b) S=@; ¢) S={+5}): d) S=@;

e) S= { 5+2‘/_} f) S={+3}; 9.3;4;5; 10. 12 pers, 250 lei; 11. Dupa 10 unitati; 12. 48 m? Alege... A. a)5/2, -5/2; b)5/2; B. a) V2;
b)1; C. 10%; Pag. 80.1.a)x#0, y#0, 2x/3; b)x#0, y£0, x*/3y*; )x#0, x#1, 3/(x-1); 2. a)2(6-x)/(C-1); b)2x/(x-1); €)27/8x% 3. 66°, 57°,
57°436; 5.~(3x+2)/(x+2)%; 6. 5h40min,; 7. a)0; -3; b) S={+ 2} ¢ s={=2 3”_} d) s={ A ”m} e) S=(3/5}; f) S={4}; 9. 3; 10. b) R-

2 2
{1,1,0,2/3,-2/3}; ¢) {-4~-2~2}- 11. Se obine suma de patrate (x? — 2)" + (x = 2)" > 0;13. a) a=£2; b) a = 2. 14. F) = x.

Pag. 81.Test 1. 1. 2. 2. 2% ; Fy) = —— 3. 3. 4. a)S={—4;0}; b) S={1}; ©) S=(~2;1}. 5. 10 m, 6 m. Test 2. 1.(a-b)/b

2. (143x)/(1-3x); 3. 6x/(x+2) 4 a) £1/2; b) ¢ €)-3/4,1/2;5.AB=4,5m,AC=6 m.
Unitatea 4. Pag. 82. Autoevaluare. 1.B. 2.A. 3. D. 4. C. 5. D. Pag. 83.Test initial: 1.[—3; 2).2. {(0;2);(0;3);(0;4);(1;2);(1;3);(1;4)};
3.8.4.C.5.D.6.C. 7. AB =13 < BC =+/20 < AC =+/37. 9. 25; 50; 75; ...; 200. Pag. 85. 1. a).2.D = {1;2;3},C =
{1;2;3;4};2;43.0; 2, 3.5. a). 6. Ana si Mati; 7. a)D = {—2; —1; 0; 1;2}; b)M; Q; c) Da.8.a)6v/3; b){6V/3; 24V3; 54v3}9.a) 4;
—4; b) (d;¢;b) € {(1;1;2); (1;2;1); (2; 1;-1); (2; —1; 1); (3; —1; —2); (3; =2; —1)}. 10. a) De ex.: u(3)=1; b) De ex.1 apare
de 4 ori; nu apare 7; ¢) Conteaza doar ultima cifra a lui n; d) Putere a patra nu se poate termina in 9. 11. a) 2; 3; 20; b) Numar
prim; patratul unui numar prim; ¢) De ex,, n = 2t1 are t divizori; d) 1296; e) Descompunem m ca produs de factori primi:
dacd este cub perfect, toti exponentii sunt multipli de 3, iar numarul de divizori da rest 1 la impartirea cu 3.
Alege...B.{27; 37; 4; 57}; C. De ex.: 3; 5. Pag. 87.1.B.4. b; c.5.3.6.a) 1; b)D = {—1;0;1;2;3;4},C ={-1;0;1;2}; ) F; d) 3;
e)4.7.a)4;7;13;16;b) 91.8.79.a)a = 3; b) a = +2.10. f(x) = x. Indicatie: daca f (n) = 1, atuncin = 1.11. f(n) =3n+ 7.
AIege...A.f(4) = 7. B.{(1;m); (3;9m); (6; 36m); (7; 49m)}.C. 3. Pag.89.1.A.2.4; —2; —5; —11.3.a =0,5;b = —0,5.5.
a) D=[-1;3]; b) {1;2;3;6}.6. a) f(x) =0,5x; b) Punctele graficului nu sunt coliniare. 7. ¢) —2; d) Factorul de
proportlonalltate este raportul intre cateta verticald si cea orizontalda (ca in dem. din lectie). 8. f(x) = 1,03x.9. a)

fi{—10;1;2} > {-3;0;3;6}, f(x) =3x; b) f(x) =6—x; ¢ f(x)=2x+ 1.10. Indicatie: foloseste f(m) =p si f(p) =
m.11. Reprezinta punctele de forma (n; CMMDC{n; 20})si determina triplete de puncte coliniare. Alege... A. f(12)=-37. B. A,
B D.C.1;4.Pag.91.1.C. 2. A3.A5. —5°F; 0°F; 5°F. 6.3) f (x) = 3x; b) f(x) = —x; ) f(x) = —3x.7.4;6;2;3; 1,-3.8. —2.9. 6.
10. p.11. a) 5050; b) 10100; ) 5550; d) 10000.12. 0; 1.13. @) f (x) = 2x — 3; b) nu. 14. ¢) (—oo; —2].15.a) —4; —1; b) g(x) =
3x —7.16.a) 5; —4; b) f(x) = 3x — 1. Alege... B.0.C. f: R = R, f(x) = x + 3.Pag. 94.1. a) semidreaptd; b, d) segment; c)
dreapta.2. F.3. De ex: a) f: (—;0) - R. 5. f:[0; 700] - R, f(x) = 42 — 0,06x. Pentru reprezentare grafica, e util sa alegi
unitati de masura diferite pe cele doua axe. 6. P(1;0). 7. a) A = (—o0;2]; ¢) Nu. 8. f:(0; +) - R, f(x) = 0,85 x.9. a)
f:[0;3] » R, f(x) = 60x; b) 45 km.0. f:(1;5) » R, f(x) = x + 5. Foloseste inegalitatea triunghiului.11. f:[0;200] —
R, f(x) = 300 — 1,5 x. Alege... C. p: (0; 2] » R,p(I) = 4 — L. Pag. 97. 1. D = [0;2]; —2;2;0.2. /20.3. 0,5.4. De ex.: f(x) =
xg(x)=2x—15.a) f:[-1;2] >R f(x) =x+2; b) f:(—x;2) > R, f(x) = gx +2.6. A(—2;0); B(0;2);C(2;4); AB =

2v2,AC = 4+/2.7.a) f(1) = 1,5;b)f (x) = 0,5x + 1.8.1(—1; 3).9. Graficele sunt drepte paralele.10. a) [-2; +0); b) —2; 0; 1;
) xe€[1; +00). 11. @) f;(x) = 300 + 50x, f>(x) = 50 + 100x; c) 5.12. Punctele de inters. sunt A(—2; 0), B(0; —2); C(2; 2).
Arata ca OM este mediand, unde M(0;1).13. 3. Pag. 99. 1. 1000; 22,5%; 30%; 15%; 32,5%.2. b) 265; c) 38,49%; 14,55%.4. a)
Nr. de probleme rezolvate; b) 30; c) 5-8.5. b).6. Nr. de autoturisme vandute in total, respectiv in Romania; De ex: in 2024 -
35,4% total si 34,63% in Romania (6,76% din total).7. a) matematicd-informaticd; b) 200; c) 24.8. 40; 30%; 40%; 20.9. a)
20315457; b) 23329140.11. 72°. Alege ... A. 1100. B. 305. C. 14,55%; 23,18%; 35%. Pag. 102. 1. F. 2. Da, media este 9,1.3.T;
3,08.4.1h.5.10,3°C; 11°C; 10,5°C.6.C.7.b.8.De ex.:4,5,6,7,8,9,9, 10.9. 3; 3.10. a) 1035; b) 685; c) aprox. 6,50 lei; d) 11; 4;
6.11. a) 3500; b) 34; ¢) 6110 (aprox.); d) 44. 12. Indicatie: observa frecventa cu care apar simbolurile in mesaj, apoi compara cu
frecventa literelor in limba romana. Textul este: Ai reusit sd intelegi cum putem folosi statistica in domenii foarte diverse, cum ar fi,
de exemplu, decodarea unor mesaje.13. a) Medii egale cu 26 pct.; b) La A: 25; 30; la B: 20; 50; ¢) B - are medie mai mare.
14. Toate scad cu 20%. Pag. 104. 1. a, b, d. 2. 8,83; 8,50. 5. f(x) = x — 3; g(x) = 5x; h(x) = —3x — 2.6. a € {—1;2}.7. a)
(=3;0),(0;3); b) (6;0),(0;6); © (—2;0),(0;2). 9. 4; 4 3 5 5 2. 10. 6,08; 7; 7; 6. 1. (—o0;6].12. a) da; b) da; ¢) da.
13. paralelogram; 4.14. Date proportionale cu razele. Pag. 105. Testul 1.1. b). 3. a) 1; b)(—o0; 2].4. A.5. a) 10 min.; b) 7,5 min.
Testul 2.1.d).3.a) D = (—o0; 4]; b) x = 2. 4.F.5. a) 16,66%; b) aprox. 12,8°C.

Unitatea 5. Pag. 106. Autoevaluare, 1. D. 2. B. 3. B. 4. D. 5. A. Pag. 107.Test initial, 1. corespondente. 2. 12. 3. 60°. 4
medianelor. 5. D. 6. B. 7. Alatura trapezele pe o latura. 8. Traseaza paralela la o latura, dusa printr-un varf.9. Sunt laturi intr-un
paralelogram.Pag. 109.1. A.2.Deex: M € a.3.a) Deex.: A € a;b)F.6.C € AB si AB c a, deci C € a.7.b) Suma a doua laturi
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ale unui A nu poate fi < decat a treia; ¢) Daca A € BC, atunci AB + AC > BC;d)P € MN si MN c a,deciP € 2.8.C € a.9.a)
coliniare; b) necoliniare. 10. 1 sau 3. 11. a) 1; b) 190; c) Da, daca exact 3 puncte sunt coliniare.12. Alegem pe dreapta punctele
distincte 4 si B, colorate cu aceeasi culoare, de exemplu cu rosu. Notam C mijl. segm. AB, D sim. lui B fatd de A4 si E sim. lui 4 fata
de B. Daca unul din punctele D, C, E este colorat cu rosu, am terminat; daca nu, aceste trei puncte sunt colorate cu albastru, dar
C este mijl. lui DE. 13. Considerdm hexagonul reg. ABCDEF si centrul O al acestuia. Presupunem ca O este colorat cu rosu. Daca
toate varfurile hexagonului sunt albastre, am terminat (de ex. AACE este ech.). In caz contrar, presupun punctul 4 colorat cu rosu;
atunci B, C, E, F sunt colorate cu albastru iar D este colorat cu rosu. Fie {G} = AB n CD; deducem ca sau ABCG, sau AADG are
toate varfurile de aceeasi culoare si este ech. Alege... B. Nu. C. 21. Pag. 111. 1. A. 2. F. 3. b, c. 4. D. 5. Marginile cutiei pe care se
misca rigla sunt drepte concurente, care determina un plan. 6. a) C € AB,D € AB; b) Alegem A, B, C necoliniare (daca exista).
Planele ce contin 4, B, C, D, respectiv 4, B, C, E au trei puncte necoliniare comune, deci coincid. Daca oricare trei puncte sunt
coliniare, atunci toate sunt coliniare, deci coplanare. 7. Din 4 pleaca 5 segm.: cel putin 3 dintre acestea, sa zicem 4B, AC, AD, au
aceeasi culoare - de ex. rosu. BC, BD, CD nu pot fi rosii, deci sunt albastre. Concluzia nu mai e adevaratd pentru 5 puncte. 8. AC,
BD, TO sunt concurente, la fel dupa indoire. Alege... A. Da; B. 6; C. 0. Pag. 113. 1. F. 2. A. 4. a) Pir. patr. reg.; b) Pir. hex. reg,; )
Tetraedru reg. 5. a) 8; b) 7; ¢) 4. 6. a) 6+/3 cm; b) 3v/3 cm. 7. a) Sunt drepte concurente, contin mijl. lui BC; b) Da; ¢) Raportul de
proportionalitate este g Analogie cu un triunghi, in care am construit linii mijlocii. 8.4v3 m; da.9. Varfurile de la baza sunt

numerotate succesiv 1,—1,1,—1,..., deci baza are numar par de varfuri. 10. O desfasurare a unui tetraedru are forma unui

triunghi, in care au fost trasate liniile mijlocii. Pag. 115.1. De ex.: a || b, deoarece formeaza unghiuri alterne-interne congruente.

2.Deex:EG; AB; BR.3.BB' || AA' || DD’ si BB’ = DD’. 4. a) confundate; b) paralele; c) da. 5. In orice pozitie, AB || MN || CD.6.

a) VAGC este paralelogram; b) VDGC este paralelogram.7.a) MN || BC || RQ si MQ || AD Il RN; b) Mijloacele acestor segmente
AH

coincid. 8. % === g deci GH || EF; perim.= 10 + 4v3 cm; aria = 5V11 cm?. 9. a) MN || AB || CF; b) PQ || CF || MN; c)

sunt drepte coplanare, neparalele.10. Daca {0} = AC N BD, iar M si N sunt mijloacele segmentelor A'C’ si B'D’, din trapezele
ACC'A' si BDD'B' deducem ca OM = ON = 10 c¢m, deci M=N. Rezulta ca A'B'C'D' este paralelogram. Pag. 117. 1. c. 2. inclusg;
secantd; secantd; paraleld. 3. inclusg; secantd; paraleld; paraleld; paraleld; paraleld. 4. paraleld; secantd; secanta. 5. EF |l BD,
BD c (BCD); FG || AC,AC c (ABC). 6. a) secantd; b) paralela. 7. a) MN || AB,AB c (ACD); b) De ex.: CE || OM,0M c
(OMN). 8. Muchia 4B este paraleld cu dreapta determinata de balamale. 9. a) OQ este paralela cu patru dintre fetele cubului si
secantd la celelalte; b) OQ este paraleld cu doua dintre fetele cubului si secanta la celelalte. 10. Triunghiurile VAD si VAE sunt
congruente (L.U.), deci VD=VE. Deducem DE || BC.11.a) BC || AD,AD c (SAD); b) CD || AB,AB c (SAB); ¢) EF || AC,AC c
(ABC); d)SC || EO, EO c (BED) (unde O este intersectia diagonalelor paralelogramului). 12. Dacd AE N BC = {M},AF N BD =
{N}, atunci E si F sunt mijloacele segmentelor AM si AN, deci EF || MN. 13. a) Pe desfasurare, demonstram ca 7 este mijlocul lui
VB. Deducem VD || TO, unde O este centrul bazei. b) D ¢ (VAB). 14. 4. 15. Construind paralele prin E si F'la CD, deducem ca
0 € MN, unde MN este linia mijlocie a triunghiului ACD. Daca AO N CD = {T}, atunci HO || BT.16.Daca M si M sunt mijloacele
muchiilor BCsi CD, atunci EF || MN || BD. De aici, deducem toate relatiile cerute. 17. Fie S € VD astfel ca VS = 2 SD. Deducem
GS | AD || BP si GS = A?D = BP. Cum BG || PS,PS c (VDP), rezultd BG || (VDP). 18. a) GH || (CEB) & GH | EC & % =

% < DC = EF; b) MG si NH trec prin mijlocul segmentului AB. 19. Dacad S este mijlocul lui £D, atunci AOGS este paralelogram,

deci A0 || GS.HO || (EBD). Alege...A.CD || AB,AB c (VAB).B.A'D' || AD,AD c (ABC).C.CF || AB,AB c (VAB).Pag. 121.
1. F. 2. Nu. 3. 4B si BF. 4. paralele; paralele; secante. 5. DE || AB, ca drepte de intersectie a planelor paralele (DEF) si (ABC) cu
planul (VAB). Obginem% = Z—i = Z—g. 6. paralele.7.e)AD || BCsi DE || CF;f)MP || BCsi PN || CF.8. C, O, L sunt coliniare, fiind
pe dreapta de intersectie a planelor (FGH) si (ABD). 9. a) Dreapta OQ, unde O si Q sunt intersectiile diagonalelor in dreptunghi,
respectiv in patrat; b) Rationam pe o desfasurare plana a figurii; 4G=3,6 cm.10. Afirmatiile devin adevarate, cu completarea “sau

a c a', respectiv "sau a c B" 11.a) EFGH este paralelogram, deoarece, de ex,, EF, AC coplanare, (EFGH) || AC = EF || AC.b)
Daca 2= = x, atunci HE = ——BD, EF = —— AC. Deci HE + EF = Z—BD + ——AC > (= + L) BD = BD. 12.a) V4, unde
EB x+1 x+1 x+1 x+1

x+1 x+1

{A} = LO n MU; b) paralela prin ¥ la LU. 13. Deoarece MN || PQ, MN < (VAB),PQ c (VCD), MN si PQ sunt paralele cu
dreapta de intersectie a planelor (VAB) si (VCD), deci sunt paralele cu AB. Analog, MQ || AD.Deducem ca (MNPQ) || (ABCD)
si obtinem imediat ca MNPQ este patrat. Alege... A. De ex.: (ABC) si (EFG); (ABC) si (BCG).B. NP || AB,NQ |l AD.C. Aplica
teorema de paralelism. Pag. 124. 1. B. 2. A. 3. a) 12; b) 8; c) 6. 5. Toate laturile sunt de 12 cm. 6. Este la mijlocul fiecareia. 7. b)
BDGE. 8. a) FH; b) simetricul lui F fata de O; d) N este simetricul lui H fatd de G; P este simetricul lui / fata de E; e) A.9. b)f —
m + v = 2. 10. Demonstreaza ca laturile opuse sunt paralele si congruente, iar toate laturile au aceeasi lungime. 11. Fetele sunt
dreptunghiuri, deoarece diagonalele lor sunt congruente. Comparam apoi doua fete aldturate si deducem ca muchiile sunt de
aceeasi lungime. Alege... A. 2 dm. B. paralele. C. 90 cm. Pag. 127. 1. F. 3.40+/2 cm; 200 cm2. 4. 34 cm; 60 cm2. 6. 12 cm. 7. 12 cm.

8.8.cm. 9.198+/2 cm?. 10. Fetele laterale sunt trapeze isoscele. 11. 32 cm; 2v/3 cm. 12. Dacé a si b sunt lungimile muchiilor 4B,

. . CG CH a+b ~ . . . < . A .
respectiv DE, atunci T T Calculdm lungimea segmentului GH, folosind asemanarea triunghiurilor. 13. Cele trei

triunghiuri din enunt sunt asemenea, iar raportul ariilor este patratul raportului de asemanare. Pag. 128. 1. Fetele opuse ale unui
paralelipiped sunt paralele. 2. A. 3. Demonstram prin tranzitivitate ca d este paraleld cu una din muchiile de pe podea. 4. Dreapta
SO, unde O este centrul bazei piramidei. 6. Urmareste ca fetele laterale sa rdmana lipite pe cate o muchie laterala. 7. MN || BD ||
HF si PM || EB || HC. 8. C. 9. a) Arata ca sunt coplanare; b) Gaseste o dreaptd paraleld cu AC, care trece prin E. 10. Dreapta d
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este paralela cu o muchie a piramidei.11. Demonstreaza ca dreptele AA{, BBy, CCy, DD, sunt doud cate doua concurente si nu
sunt toate in acelasi plan.12. Foloseste tranzitivitatea relatiei de paralelism.13. a) Laturile triunghiului DEF sunt paralele cu liniile

mijlocii ale triunghiului OMB; b) g Pag. 129. Testul 1. 1. Paraleld. 2. F. 3. P € AH,Q € CH. 4. Suporturile sunt linii mijlocii ale

unor trapeze, deci sunt paralele cu planul orizontal. 5. Fie {M} = AI n BD,{N} = A] n CD. Atunci I || (BCD) & I] || MN <
% = }% © DM = DN & DB = DC. Testul 2. 1. Secante, cu dreapta comuna MN. 2. F. 3. AC || EG .4. Cele patru stinghii sunt

linii mijl. in dreptunghiuri, deci sunt paralele cu planul orizontal. 5. AM si AN inalt. din 4 ale AABC si AABD; Avem BM = BN si
Il (BCD) & 1] | MN & Al = A] & <ABI = <AB] < 4BAC = <BAD < BC = BD.

Unitatea 6. Pag. 130. Autoevaluare.1.A; 2. B; 3.C; .4.D. Pag. 131. Test initial.l.1.DE; 2. 45°; 3. %(a,b)=90°11.4.C; 5.A; 6. D. lll.7.
209 mm? 8.a)25/13; b)60/13. Pag. 133. 1. 60° 2. a)42°% b)28° c) 42. 3. Toate sunt adevarate. 4. a)45°b)90°c) 90°d)45°e)

90°f)45°.5. 40° 6. a)0%b)60°; c) 45°d)90°.7.a)0° b)60°c) 60°%d)60°. 8. EF||CD; 9. J2; Alege... A. 4/5; B. 28°% C. 4/3. Pag. 136.1.
ADL(ABC); 2. A; 3.a)108; b)30°% c)ACLAB, ACLVB; 4.4B, DC, EF, HG; 5. BCLAD, BCLAE =>BCL(4AED); 6. C; 7. a) 72;
b)ABLSC, ABLSM; 8. VOLAC, VOLBD; 9. a) tgVBA =32 /4; b)ABLAD, AB1VD; 10.a)BDL (SAC); b)«x(CD,SB)=%SBA=45°% 11.
a) 442 ; b) 4; 12.0,3; 2,2; 3; 2.13.9/4; 14.4CL(D'DB). Dintr-un punct se poate construi o singurd perpendiculara pe un plan;
15. ABL(BCF) si analoagele; Alege... A. AGLEL, AGLRL; B. MILIL, MI1OL; C. ITLSM, ITLRM. Pag. 138. 1. A; 2.7; 3.a) 52

b)45°. 4 ASOA=ASOB=ASOC (CC); 5.960; 6.6+/6 7.35; 8.12; 9. a) AACB' ech., muchii lat. congruente; b) Centrul AACB' este

piciorul inaltimilor piramidelor de la a); 10. Se formeaza triunghiuri congruente. Nu. 11. a) 9; b) 4,5\/§; Alege... A. 5;
B. 6; C. Daca M este sim. lui M fatd de mijl. N al indltimii din D, iar MM '~ CD={T}, se aratd cd MM '>MT. Pag. 140. 1. D;
2. A 3.4 am; 4. 52 615 818 9. Se aratd c& OO'LBC), OO LA'BC); 10.443. Pag. 142. 2.497;3.57;4. R = 15,

r=10,h=12;5.20;6.6y/3: 7. 10+/300<27,4<28;8.6+/3 ; 9. 3,80+0,6=4,49<4,5, deci trece; Alege... A. 10; B. 87 ; C. 44/3/3..
Pag. 145. 1. F; 2. a) C; b) AC; ¢) C; d) C; e) 4; f) AC; 3. A; 4. a) 4; b) C; ¢) H; d) D; e) AC; f) BG; S.PV(ABC)AC':AC=1(),
PlipecyAC'=BC" :3\/§cm,pr(ABB-)AC'=AB' =17 cm. 6. 10; 7. a) DCEF este paralelogram. Py D= F => DF | (ABE).
Din DF L(ABE),EF (ABE)=>DF LEF. b) Din DFL(AFB), CE|DF= CEL(AFB). ) prigupAC=AE. d) prypmBD=BF =5cm.
e) Centrul lui ABEF; 8. Fie M mijlocul laturii BC. Pr 4 p oyBC =B'C" $i M € BC = pr 4y poyM =M, M "mijlocul laturii B'C". Arata
cd MM'||BB'|| AA'. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Ge AM, ai. GM | AM =1/3.Fie GG'||MM'|| 44", G'e A'M'
Arats ca pri ppyG=G' §1G'M'| A'M'=1/3.9. A'D=12~/2;10.5 11. Mijl. lui BC; 12.153cnr’ 14; Alege... A.\2;B. 18, C. 615
Pag. 147.1. a)8/3:b)82:¢)8;d)0; 2.30% 3. 37; 4. 45°. 5.\12/3m<120cm; 6. 60% 7. Fie ABCDABCD’ paralelipiped
dreptunghic cucosu =cosD'BD=BD/D'B; cosv=c0S AD'B=D'Al| D'B; cosw=c0s AD'B=D' A/ D' B=> 08> u+008>v+C0s> w=
2(L2+12+h2)/(L2+12+h2):2_8. Fie x si / lung. cablului, respectiv latura pétratului. P V4 =04.Din AVOA, dreptunghic
in A=>c0s30°=A40/VA=I2/2x,  respectiv,  cos45° =I2/[2(x+1)]. Obtinem2=xJ6si x=I-1.In final,
I:JE(JE—Z):(6+2J€)/2:3+J€>5; 9.45°% 10. Notand O centrul tr. ech. ACF, %(4B, (ACF))=%BAO si analoagele. Alege...
A. 45°% B. 45°% C. 30°. Pag. 150.1. F; 2. a)90°; b) 45°; ) 90". 3. C; 4.a) < dintre indltimile din 4 si C ale tr. SAB si SBC; b)
<SOB=90°% 5.a)<CBEsau<DAF;b) 6, <¢)60°.6. sinu :2\/5/3, cosu=1/37.a) BC L(DAM). Deci DM 1 BC. Din
(DBC)(4BC)=BC, DM L BC, DM <(DBC), AM 1 BC,AM —(ABC)=><[(DBC),(4BC)]=<DMA. b) 60"; ¢) xBAC=60". 8. a) 90°; b)
60°; €)30°. 9. 45% 10. Fie M mijlocul laturii BC. Unghiul plan al diedrului este <xAMD. AMAD este isoscel cu
MA =MD =2[3em. Appup = 4\2em* = (MA-MD-sin AMD )em? | 2, Sin AMD =24/2/3. 11. 60% 12. 60% 13. 18; Alege... A. 45°;
B. 30°% C.443; Pag 152. 1.F; 2.65°. 3.90°. 4. 0% 5. tg u~1,273; 6.30°; 7.<DER=30°, *DTR=45°; 8. a)Fie M mijl. muchiei 4B.
«((V4B),(4BC))=<VMO. VM =16;VA=8T; b) YM =8\2;V4 =8\3; ) YM =163 13,74 =815 /3. 9.4VAO=3011. 123+6:10+12;

12.60%13.a) 90°b) 90° 14. Toate aceste unghiuri au tangenta J2; 15. 70° Alege... A. 45° B. 30°% C.45°. Pag. 155.1. a)
ADc(ABD),AD 1(DBC)= (4BD)L(DBC);2.  a) SA=(SAB), SAL(ABC)=(SAB)L(A4BC);3.a)  VOc(VAB),VO L(ABC)=

(VAB) L(4BC); 4. € NI L(BUN),NI c(BNI)=(BNI)L(BUN);5.BC L(AMD);6.c) PE c(DEP),PE L(DRE)=(DEP) L(DRE);
7. a) FO| DD, DD' L(4BC)=FO L(4BC); FOc(EFO),FO L(ABC)=(EFO)L(4BC);d(F,(ABC))=DD'/2=5;b) 8.2435i3;9.
b) 4B L(CMD).c) 2\/3; 10. Se formeaza triunghiuri asemenea. Obtinem BD 1 AC'.11. Se arata ca ACOM este dreptunghic,
unde O este mijl. lui EL; 12. 610 ; 13.a) 2; b) «/5/2 ; Alege... A. BD — (C'BD), iar BDL(4A’AC); B. BC — (VBC), iar BCL(VOA) ;
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C.(VBD) " (VAC)=VO, iar BOLVO, AOLVO. Pag.158. 1. E4 1(4BC)AB 1BC, AB =(ABC)BC <(4BC )=EB 1BC .2. Al este
mediana in A 4RS echilateral = A7 este indltime = A7 LRS. DinPAL(ARS),AI LRS,Al =(ARS),RS <(ARS)= PI LRS.
3. a) EA L AB, EAL AD, ABNAD={4}=>EAL1(A4BC).4. D; 5. Din MB1(ABN),BN LNP,BN c(ABN),NP(ABN)=>MN L NP,
6. AB L(BCD).Din AB L (BCD),BC L.CD,BC =(BCD),CD<(BCD)= AC LCD=>AACD este dreptunghic inC. 7. a)5;

JaT;5b)  EAL(ABC), 4B L BC,AB<(ABC),BC =(ABC)= EB 1 BC.Analog ED 1 DC.d) 2\34;8. b)\/6;9. ¢ 6\/15;

10. b) 2410;7:3435/5; 6/182/13; 11. ©)5{3: 13. 10; Alege... A. 4/6:B. 8; C. 27 ; Pag. 161 1. b) 24:633/7; 2. 36;93;
3. d(EBD)=ET=a\3712; d(E:CD)=a\3912;, 4. d(M;BC)=+13; d(M;DC)=25; 5. 14J2; 7\2; 6. a) 9; b) 3\21; 7. a)
MB:MC:\/E; AMBCnu este dreptunghic; b) d(M;BC)=3, BP mediana. 8. 272915 10. a) Aplicdm Ry 73,:
A0 L(0BC), AD LBC, OD=0DLBC.  AplicAm R, 73,: OH L AD, AD 1 BC,0D L BC, AD(ABC),BC =(ABC)=
=OH L(4BC). Alege... A. 33 ; B.\21; C12. Pag.162 1.a)15; b)25; )5\/17;2./6:3.12; 4.Sunt paralele..a) 66;

b)\/174/3; €) 1,24/29; Pag.163. Testul 1. 1. CG< (ACG) si CGL(ABC); 2. Segmentul care uneste centrele bazelor; 4.30°.
Testul 2. 1. AB < (4BG) si ABL(BCQG); 2. Segmentul determinat de centrele fetelor AECB si LGIR; 4.30°.
Unitatea 7. Pag. 164. Autoevaluare1.B. 2. D. 3. C. 4. B. 5. A. 6. A. Pag. 165.Test initial 1. 9.2. 8.3. 18.4. A.5.B.6.30 cm. 7.

Afla rap. ariilor celor doua trapeze. % = §.8. Ay = A, = 3 cm?.9. 288 cm®. Pag. 169. 1. a)60° b)45°; ¢)30°. 2. a) 4 cm; b)90°;
€)60°.3.45°.4.2)60°% b)30+v/3 cm; c)ﬁ 5. a)60°% b)45° ¢)30°% d) 2. 6. a)0°' b) 90° ¢)45° d)60°; e)ﬁ- £)0°; g)0°; h)ﬁ- in2.
7. a) = b) 1,5; c)— d)—, )— f)—, g)— Alege... A.1 5B.5v3.CE2 3 Pag. 171. 1. a)ED = 16v3 cm; b)AB = 12 cm;
CEB = 12 cm; d)DC = 8\/— 3 cm. 2. a)\/_ 3v3; b)10; 6;¢)vV91; 3+/3. 3 a)\/_ 2v3; b)3v/3;3V2; 0)3V7; 6. 4. a)4V2; b)4/3;

0)2v6; d)4v2; e) 4; f)2+/5; g)2V/5; h) 2; .) 3 5. 39. 6. 2)2/6; b)4VG; c)—7 11. 8. 62,4.9. Da, dist. este aprox. 4,36 m.10. a)4+/6;

b)12v2.11.h —i ~ 1,63 cm. Alege... A.10. B.3. C.3v3. Pag. 174. 1. a)900m?3; b)2250 t. 2.52;24;v/29.3.12. Nu. 4.

a)1000 cm?3; b) 6 ) 2,16kg.5.L-h =36m?%1-h=24m?L-1=54m%V = 216m3. 6.l = 4 cm.A, = 96 cm?;V = 64 cm3.
8.V = 272cm3, sauV = 9v6 cm3.9.a) 1728cm3; b) 60°; ¢) 3v2cm.10.a) AB = 4 cm. A, = 96cm?; V = 64cm3; b)i. Pag.
174. Alege... A. 216 cm? 216 cm3. B. 25 cm. C. A = 88 cm?,V = 48 cm?. Pag. 176. 1.V = 4800cm3; 4, = 9606m2;At =
1760cm?. 2. a)l =0,3m si h=0,5m.V =0,045m3; b) A, =0,78m?. 6. BG = CG =+3cm; FG = EG =Vh? +

Triunghiul EFGpoate fi dr. doar in G.V = ﬂ cm3. 7.a) V = 12000v3 cm3; b) heyrie = 10V/3em.+/300cm < V324cm =

10V3cm<18cm. 8. A, = (72 + 144\/_)(:m2;V =216vZcm®. 9. a) 6 b) V6.10. A, =8(3+v3) (6 +V3)em? ~
1385cm?; V = (1440 + 864v3)cm® ~ 2936cm3.11. A, = 2,5m?. 13. A, = 186 cm%;V = 126 cm®.14.~ 57,73%. Alege...

A. 40 cm. B. 2v/3 cm3. C. 30 cm2. Pag. 180. 1. 4 cm. 2. 12 mm?. 4. Folosim egalitatea: h = zﬁ. 5.a) hy = d[A, (SBC)] =

3+v3cm. b)30°. 6. a)ap = 8V3cm; a, = 12cm; A; = 864cm?; V = 1728cm3; b)if; oV =512cm®. 7.a)A, = (96 +
32V3)em?;b)h = —c mV = % cm®.8.1 = 6,4, = 36V3;V = 18V2.9.a)V = 1152v3cm?, A, = (1443 + 144v/39)cm?;

b)8 cm. c)g. 10. 6. 11. Rap. vol. a doud piramide asemenea este egal cu k3, unde k este rap. de asemanare. Din 1,728 < 2 <

3
2197 © (12)° < (3) < (13)* 2 12< 2 <1312, a4, =432V3em%V = 576v3cm?. b)18. 12— 6V2. Alege..

A.144; B.36V/3; C.54V2 + 36V3;36V2. Pag. 182. 1. 80 cm%.2. 2m?.3. a, = 24 m, A; = 144 m2.6. A, = 1447 + 144;V =
288v6.7. A, = 32 dm?; A, = 48 dm?. 8.a)2370334 m> b)1185,167 km. 9. a)4, = 543 cm?; A; = 54V15 cm?%;V = 324;
b)60°; c)%; d)40,5 cm3.10. 6 dm.11. a)V = 3072 cm3; A, = 960 cm?; lo)E 12.AE =10v3cm. 13.4,=375¢ A, =

600;V = 750.14.4, = 216v/3 + 10821,V = 648v/3. Alege... A3325—6c10cm Pag. 186. 1.84 cm?. 2.12m. 3.3 cm.

4.281. 8. h= 20"7“— em = Y222 om < 9,37¢m < 10cm. 9. a)A = (117V3 + 270) cm?,V = 17111 cm3; b)3v11cm. 10.

37
Ap = 92v3em%V = 152‘/_cm3 11. a)V, = 216 cm3;V, = 1728 cm?; b)A, = (180 + 108v2) cm?. Alege...A. 30 cm?.B.
940,8 kg. Pag. 187. 1 a)A; + A, = 63m?; 1575 lei. b) 180 lei. 2. De 3 ori. 3. a)/ = 1680\/_mm3, b)A = (1680 +
336v3)mm?. 4. 4 _M 72cm2=>L+l= 12 cm.P = 18cm, A = 9V3em?. 5. a)A = 324V3 mm?; b)h = 6v6,V =
486+/2.6. 64 cm3.7. a) ) 8 Lichidul va lua forma unei prisme drepte cu baza cubului mare si inalt. egala cu muchla
cubului mic, avand in |nter|or cubul mic. V = (10dm)?. 1dm — 1dm3® = 99 dm?® = 991. 9. Raportul de asemanare este - v deci

1 A > < . . . . .
raportul volumelor este 5.10. Cand vasul este asezat pe o fata laterald, spatiul gol are forma unei prisme triunghiulare
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2 ~
regulate cu baza triunghi echilateral de latura x; xT\/E. 12cm3 = 2163 cm3, deci x = 6v/2cm indltimea la care se ridica

apa este (6\/§— 3\/3)cm. 11. a) De ex., muchia opusa varfului 4 este B'C’; b) De ex.,, A'M se calculeaza din triunghiul
dreptunghic A’AM; toate aceste triunghiuri dreptunghice sunt congruente; ¢) Deducem ca inaltimile triunghiului ABC sunt

congruente, deci acest triunghi este echilateral. 12. 4, = 15000v2 + 25000 cm?; V = w cm®.13.54V/3 cm3.14. 4, =

216 cm%;V = 216 cm®.15. 4, = 36(3 + V3)cm?,V = 722 cm®. 16. a) DEFGHI este hexagon regulat. b) Imparte triunghiul
ABC in 9 triunghiuri echilaterale. 17. a) Aprox. 185 cm?2. 18.4/6. 19. b)10 cm; 15 cm; 1500 cm?3; ¢) muchia bazei = 20 cm;
inaltimea = 15 cm; V = 2000 cm?; d) V = 750 cm?; e) 6500 = 1500 + 2000 + 4 - 750. Pag. 189. Testul 1. 1. 4, = 6m?;V =

1m3. 2. 5V2cm. 3. 3dm. 4. A, = 576 cm?;V = 864 cm®. 5.0 = 2cm. A, = (3+V3) em%V = gcm3. Testul 2. 1. V =
50 cm®, A, = 130cm?;2.45°.3.75°. 4.4, = (6 + 2V3) cm?;V = V3 cm3.5. 4, = 96 cm?;V = 48 cm®.
Unitatea 8. Pag. 190. Autoevaluare 1. A. 2. C. 3. B. 4. B. Pag. 191. Test initial. 1. 1.diametru; 2. 6; 3. 6; Il. 4. D; 5. B; lll. 6. 6,

7. 207; 8. Caz LUL de asem.; 4/9 . Pag. 193.1.282,6 |; 3. 72 cm?, 432 rcm® , 360 7rcm®; 4.120; 5. 4, =100z cm?,V =125z cm’ ;
6. R=2\2 cm, 4, =327 cm?, 4, =487 cm?, V =32z\2cm® 7. 36/zm>>24/xm>; daca h = 4 m; 8. 4, =2887 cm?,
V =6407 cm® 9.2/ 7 ; 10. 5,226 kg; 11. 68472 cm® ~6750cm>; 12, \4r> +1>6; 14, 4, =247(1+2)em?, V =247J6cm’® ;
16. Desfasurarea unei prisme patr. reg. cu /=20 cm si /=30 cm se incadreaza in cartonul dat; 17. 4, =5207 ¢cm? V' =16007z cm?,
Alege... A. 60 7 cm? B. V=7 dm’<4; C. G=4 cm, 4, =64zcm?, V =64zcm . Pag. 197. 1.a)V x2,41m° >2m’; b) 4, ~ 7,54 m?>7m?;
2. 4; aconului; 4. V;<V;;5.15cm; 6. 6-3v2cm ; 7. Se arata ca dacd 7TRG=7z(R+1)(G+1)—10, atunci 7RG<4 ; 8. R=1,5
cm; 9. a) R=h=3 cm; b)1,5 cm;10. Mati, dublu fata de Ana; 11. 2 mm; 12. 9:10; 13. Drumul cel mai scurt are 30«/gcm ; cel prin

B 207\2cm; 14. Cele trei generatoare sunt muchiile laterale ale piramidei triunghiulare regulate cu baza triunghiul
echilateral inscris in centrul bazei si varful identic cu al conului. Alege... A. 12 7 cm’; B. A,:2777mm2, V:gﬂ'\EWVﬂS;
C. 4 =247cm®, V=12zcm . Pag. 200. 1. a)V =3\rdm®>90/; b) 4 =307dm? ~94,2dm?; 3. a) Formulele pt. cilindru;
b) Formulele pt. con; 4.A[=1687rcm2, V=224mcm’; 5.h=\441-324/ 7% ~202>20cm; 6. 16zcm®; 7. ~111; 8.
a) 4 =4327\2cm?, V =694472[3cm® ; b) Se afla sinusul unghiului, 45°<u<60°% 9. ~39,2¢; 10. 4,=360zcn?, V=672rcm’;
11. 5190m; Alege... A. 4cm; B. At=1677rcm2, V =1297Bem®; €. A,=547rcm2,V=637r«/§cm3. Pag. 203. 1. 4=64r7 cm?

V=256 7 /3 cm?; 3.a) 2887 cm’>;b) 367 cm?; 4. 3-5=15<16 ; da; 5. Da; 6. 357cm? ; 7. ~8373 cm’ ; 8. Ambele arii sunt 47R;

9. Un cub cu varfurile pe sfera are muchia 7/\B3>4cm; din el pot fi obtinute cele 64 cubulete; 10. At:3277(«/§+1) cm?,
V =2567/3 cm?; 11. 48,8 %; 12. 24 mm; 13. R=10cm; 14. Impartim sfera in 8 corpuri egale, cu ajutorul a trei cercuri cu planele
perpendiculare doua cate doua. Fiind 9 puncte, cel putin doua vor apartine unui astfel de corp. Distanta maxima este \/5; 15.
Folosim triunghiurile isoscele cu varfurile in centrul sferei avand ca baze diagonale ale fetelor prismei; obtinem latura bazei
de 3V3cm si inaltimea prismei de 310 em. 16.252,3% ; Alege... A.=157g; Nu; B. 13,(4); C. 3.6 cm. Pag. 204.

1. 4, =967(\B+1)em? , V =5767cm® ;2. 156 cm” ;3.8/27; 4.32727 mm® ; 5. V~718cm> ; Nu; 6. 15,7 m; 7. 18000; 8. ~11,3 kg;
9. Cel de 10 kg; 10. Diametrul sferei este egal cu diagonala prismei; 11.127 em®; 13.2)13007 ; b)17; 14. a)37~9,42 m’

Voo ! Veu, = 370164 = 0,147 ; 15. Ghemul are V > 757[/20m3 ; 17. Centrele sferelor sunt varfurile unui tetraedru regulat, cu laturile de 20

con

cm si indltimea 20:/6 /3cm .Tnaltimea constructiei este 201/6/3+20~363cm. Pag. 205. Testul 1. 1. 4= 97(2\B +3) ecm? V =277 cm’ 2.
6,281;3. 4 =170 2 :@ m>; 4.64; 5. 4,=1447 cm?, V =1287 cm®. Testul 2. 1. 2007 m?; 2. 5000 |; 3 4, =324wcm?,V = 4327
16

cm’; 4. A=367 cm?, V =367 cm?; 5. Cel mai scurt drum are 24 c¢m, fiind inaltimea unui triunghi dreptunghic cu laturile 30 cm,
40 cm, 50 cm.
Teste de Antrenament Pag. 206. Testul 1. S I. 1.d. 2.b 3.c. 4.b. 5.d 6.a. S ll. 1.d. 2.a. 3.d. 4.a. 5.c. 6.b. S 1ll.1. a)Nu, deoarece

efectuand calculele Lizei, obtinem 53. b) Daca x este nr. ales de Liza, atunci % =41; x = 33. 2. a)x = 235: (22)10 4+ 215 =
215 4215 =2.215 =216, b) y = /2301 4+ 23) =25 3six +y = 216 4+3-215 =525 decix +y i 5.3.a)|1 - 2V2| =
2V2-1<2-15-1<3V2€Ab)1-2x|<3 ©-3<1-2x<3 ©-4<-2x<222x=2-1A4=[-1;2].
ANZ={-1;0;1;2}. 4. a)4FCD = <FCA— 4DCA = 60°— 45° = 15°, deci <ECF = <ECD — <FCD = 60°— 15°= 45° b)
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CE = CB,CF = CA,<ECF = 4ACB, deci ACEF = ACBA (L.U.L)5. afez =22 =2, deci AE =2-AB =2-10 =4cm. b)
BE = BC = 6 cm, AEBCesteisoscel, AB || CD=><ECB = «CEB = <ECD=>CE este bis. <BCD. 6. a)Muchia cubului are 6 cm, iar
AA'BD este echilateral, cu latura 6v/2 cm. b)Muchiile tetraedrului A'C BD sunt diagonale ale fetelor cubului, deci sunt congruente.

Testul 2.S1.1.d.2.b3.c.4.b.5.¢c6.bSIl.1.b2.a.3.c4.a.5.b 6. b.Slll. 1. a) Nu. Dacd Dan ar avea 150 lei, atunci Radu ar avea
90 lei; dupa ce Dan da 10 lei, el ar ramane cu 140 lei, iar Radu ar avea 100 lei. Dar 140+2-100. b) Fie x cat are Radu. Atunci Dan ar
avea 240 —x si (240 —x) —10 = 2(x + 10); x =70 lei. 2. @)/ NZ = (—V3;V3) N Z = {-1;0;1}, deci are 3 elemente.
b)n € {—2; —1;0; 1}, deci sunt 4 valori posibile. 3.a)E(x) = 2(4x?> + 4x+ 1) — (x2 —4x +4) — (9x?> — 1) + (2x? — 2x —
6x+6)=4x+5.b)|4a+5|<7 ©-7<4a+5 <7 -3 <a<0,5. Deoarece a € Z, a € {-3; -2; -1; 0}. 4. a) Aplicam

Teorema lui Pitagora in AABD; b) AADB~AEFB (U.U.), deci: g =2 %. FD = 6T‘/§

BA

EF=EC/3=AC/6=2,5 cm. b) ABEF are aria @ deci A(BEF) = 9 cm?. ABEM are aria ““”2), deci A(BEM) = 13,5 cm?.
A(BFEM) = 22,5 cm?. 6. a) Daca O este centrul bazei, EQ este linie mijlocie in ASBD, deci EO || SD. b) in ASBD echilateral,
BF 1 SD,deci BF L EO.Dar ACL(SBD), deci ACLBF. Deducem ca BF este perpendiculara pe doua drepte concurente din (ACE).
Testul3.S1.1.c.2.d.3.b.4.a.5.a.6.c.SIl.1.b. 2. c.3.a.4.a.5.d.6. c. S lll. 1. a) Nu, deoarece 30% din tema reprezinta
mai mult decét o patrime, care inseamnad 25% din aceasta. b) Daca x este nr. total de probleme, atunci liox + % +9=x.x=
20.2.a) a=2+2V3+1-V12+1=4€Z b) b= (V5-V4+V6—-5) (V6 +2)=(V6-2) (V6 +2) =2, deci
a=b?% 3.a)E(x) =—-3x>+5x—2=-3x?+3x+2x—2=-3x(x—1) +2(x—1) = (x = 1)(2 = 3x). b) E(0) = -2 si
ecuatia devine —3x2 + 5x = 0 cu solutiile 0 si 5/3. 4. a) Daca trapezul este ABCD, cu baza mare 4B, ADCB este isoscel (cu
DC=CB), deci «CDB= «CBD; cum CD||4B, avem <CDB= «DBA, deci ¥4BD= «CBD si BD este bisectoarea <4BC. Analog
AC este bisectoarea <4DB. b) AD=DC=CB=10 cm, iniltimea trapezului are 5v/3cm, iar diag. au 10v/3cm. in A4BC se aplica
% = %; DE=2 cm, deci DF:% cm. b) AFBA ~ ABEC, cu rap. de asemanare 9/8,
deci raportul ariilor este 81/64. 6. a) Construim DELAC, cu EEAC si, cum (ADC)N(ABC)=AC, iar (ADC)L(4BC)=>DEL(ABC).
Construim EF1AB, FEAB si din T31=> DF1A4B si «((4BD),(ABC)) =xDFE; AC=25 cm, DF=12 cm, EF=27/5 cm si
tg(«DFE)=DE/FE=20/9. b) d(D, AB)=DF=3481/5 cm.

Testul4.S1.1.b.2.d.3.b.4.b.5.c.6.a.S1l.1.d. 2. c.3.c. 4.a.5. b. 6. a. S lll.1. a)x al treilea numar, 2x + 1 al doilea, x + 36
primul. Cum x este natural, al treilea este cel mai mic.b) x + 36 = 6(2x + 1 —x); x = 6. 2. a)f (—v2)f(v2) = (1 - V2)(1 +

; : _ - _ —(2_2_10)3_1 -3 .
VZ)=1-2=—1; b)|xg+ 1]/2= 1 si obtinem x, = 1 sau x, = —3. 3.a) E(z)_(3 - 5).3_3. b) E() =

. 5. a) F este centrul de greutate al ABCD, deci

reciproca Teoremei lui Pitagora. 5. a)ED||AB=>

- 2_ -
ol | _x  xo1 208 | Gede) 1y =9, patrat perfect. 4. a) <BAD = 60° si AABD isoscel =>AABD
3 x2-1 3 (x=1)(x+3) 3 3 ’

echilateral. b) In AABC, BO si AM mediane, deci E este centrul de greutate; BO = 3E0 = 6 cm. Cum AABD ech,, AB = BD =

2B0 =12 cm. Pypcp = 4AB = 48 cm. 5. a) NP || AC = 2 =~2 === NA = 3NB. b) NR || BC = 1= = = 5i RQ || AB =
. 2 3 [N

RA_ QB pogj, PBLQB _NB RA _NBE NA_ 46 a) A, = AB2V3, A, = SABMHABNS 1 4BVS Gy 4B _ oo b)OMMO

RC QC PC QC NA RC NA NB 2 6 ’ 8

dreptunghi, OM = MM’ =222 deci OMM 0’ este patrat. 2(M0’,AA") = «(M0',00") = «<MO'0 = 45°.

6
Testul 5.5 1. 1.c2.a3.b4.a 5.c6.a SIl. 1.d 2.d 3.a4.a5.b 6.cSIll 1. a) Fie S; suma notelor. S1/360=7,35=> S1=2646€N,

asadar pot fi 360 elevi. b) Fie n - nr. elevilor. n : 20 si n : 25 => n este multiplu comun al lui 20 si 25. [20;25]=100 si nr. care
corespunde este n = 400. 2. b) a=-2, care nu apartine multimii de def. a expresiei. Ecuatia nu are solutii. 3.a) 4 se goleste in
360: 3 =120 s. Dupa x secunde, din A4 s-au scurs 3x litri apa. f: [0;120]- R, fix) = 360 - 3x. b) Dupa x secunde, in B sunt 40 +
3x litri apa. g : [0;120]- R, g(x) = 40 + 3x. 4. a) Notam M mijlocul lui BC. CM = 3 cm, deci EM = 1 cm. Deoarece
CD/DA=CE/EM, din Reciproca T. Thales => DE||AM si cum AMLBC =>DELBC. b) ABC are aria 9\/3 cm? in ACDE,

obtinem DE=2./3, deci Aepe :2\/?_’=>AABED =9J§_2J§:7J§cm2, de unde deducem ca raportul cerut este 2/7. 5. a)

Fiecare din cele 8 arce are 360 : 8 = 45°. <FGD si <4DG sunt alt. int. congruente, deoarece <FGD = FED /2 =90°/2 =45°, iar
<ADG = AHG/2=90°/2=45°. b)8-4,,,=(8-1-1-5sin45°) /2= 22 m?. Masa céntéregteZﬁ«lS =30+2kg. Comparim
30\/5 si 43. 6. a) Daca h este inalt. paharului, avem 40% din /1 = 4, de unde h=10 cm. b)Raportul dintre volumul conului mic si
volumul conului mare este egal cu cubul raportului de asemanare. Daca V este volumul paharului, avem 24 /7 = (4/10)3. Se

obtine V=375 ml, asadar mai incap 375 - 24 =351 ml.

224
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